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1. Es sei A das Lebesgue-Mass auf (0, 1) und p das Zdhlmass auf der o-Algebra der Lebesgue-
messbaren Mengen in (0, 1). Zeige:

a) p hat keine Lebesgue-Zerlegung beziiglich .

b) Obwohl A\ < und ) beschrinkt ist, existiert kein f € L' (1) so, dass d\ = f dp.

2. Konvergenzsatz von Vitali Es sei (X, A, ;1) ein endlicher Massraum. Eine Teilmenge ® C
L' (1) hat gleichmdissig absolut stetige Integrale, falls es fiir alle £ > 0 ein § > 0 gibt so dass
fiir alle f € @ gilt

,u(E)<5:>‘/ fd,u) <e.
E
a) Zeige: Jede endliche Teilmenge ® C L'(1) hat gleichmissig absolut stetige Integrale.

b) Beweise: Falls {f,,},>1 C L'(u) gleichmissig absolut stetige Integrale hat und f,, — f
mit n — oo fast iiberall, dann gilt f € L*(p) und f,, — fin L(p).

3. Es sei [F] € L'(RF) eine Aquivalenzklasse von Funktionen. Ein Punkt + € RF heisst
Lebesgue-Punkt von [F] falls eine reelle Zahl LF(x) existiert, so dass fiir alle f € [F] gilt

: 1 -
i S o [0~ L@ @) =0

Zeige:

a) Falls © € R* eine Lebesgue-Punkt von [F] ist, dann ist die Zahl LF(z) € R eindeutig
bestimmt.

b) Falls 2 € R eine Lebesgue-Punkt von f € [F] ist, dann ist z ist ein Lebesgue-Punkt von
[F]und LF(z) = f(x).

Bitte wenden!



¢) Definiere
LF(z) w istein Lebesgue-Punkt von [F]

Je(@):= {0 sonst
Es gilt f1, € [F].

4. Beweise analog zu Lemma 7.3 aus der Vorlesung die folgende Aussage: Es sei I eine Index-
menge und es sei W die Vereinigung einer beliebigen Familie offener Bille B; := B(z;,1;) C
R* mit i € I. Falls W beschrinkt ist, dann existiert eine abzihlbare Teilmenge S C I so dass
fiir alle verschiedenen ¢, j € S gilt

BiNBj=2 ud W C U B(x;,5r;)
€S



