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1. Es sei [a,b] C R und BV die Menge aller Funktionen auf [a, b], welche beschrinkte Variation
auf [a, b] haben. Zeige:

a) Die Menge BV enthilt alle beschrinkten monotonen Funktionen.

b) Fiir jede Funktion f € BV existieren Funktionen f1, fo € BV derart, dass f1 und f,
beschriankt und monoton sind und f = f; — f5 gilt.

¢) Falls f € BV linksstetig ist, dann konnen die Funktionen f; und f, aus Teilaufgabe b) so
gewihlt werden, dass sie ebenfalls linksstetig sind.

d) Falls f € BV linksstetig ist, dann existiert ein Borelmass p auf [a, b], so dass

f(z) = f(a) = p(la,z)) fiiralle (a <z <b).

Losung:
a) Es sei @ eine beschrinkte monoton steigende Funktion. Beachte

N

N
> leltn) = elte1)| = D e(tr) — (tr-1) = @(b) — p(a),
k=1

k=1

fir alle a = tg < t; < --- < ty = b. Also hat ¢ beschriinkte Variation. Die Aussage
falls ¢ monoton fallend ist, ist analog.

b) Definiere fiir alle z € [a, ]

N

F(a) = sup { S 1f(t) = fte1)| sa=to <t < - < tx = }.
k=1

Die Funktion f; := F — f ist beschrinkt und monoton steigend. In der Tat, falls a <
x1 < xy < b, dann gilt

F(z1) + |f(z1) — f(22)| < F(22),

Bitte wenden!



also
F(x1) = f(z1) — (F(z2) — f(x2)) <0,

wie gewiinscht. Insbesondere gilt also fi(x) < f1(b), dies zeigt, dass f; beschrinkt ist.
Definiere fo = F + f, es gilt

1 1
f=gh b
¢) Wir definieren A(a) = F(a) =0und firallea <z <b
A(z) :=sup{F(t) :a < t < z}.

Weil F' monoton steigend ist, folgt dass A ebenfalls monoton steigen ist. Die Funktion A
ist nach Konstruktion linksstetig. Wir definieren

i=A—f.
Die Funktion f; ist als Differenze linksstetiger Funktionen ebenfalls linksstetig. Deshalb
gilt
filz) = lim fi(t) = lim (F(t) — f(£)). (1)
t—x— t—x—

Aus Teilaufgabe b) wissen wir, dass F' — f monoton steigend ist, also ist f; aufgrund von
ebenfalls monoton steigend. Man definiert f> analog.

d) Essei f = fi — fs, wobei f1, fo linksstetig und monoton wachsend sind. Es bezeichne
iy, % = 1,2, das Lebesgue Stieltjes Integral assoziert mit f;, sieche Serie 5, Aufgabe 3.
Wir definieren p4 = puy, — 15, Man liberpriift nun leicht, das 4 die geforderte Eigenschaft
hat.

2. Fir A, B C R definiere A + B := {a+b:a e Abe B}.Zeige:

a) Falls A und B positives Lebesguemass haben, dann existiert ein offenes nicht-leeres In-
tervall I C R,sodass I C A+ B.

b) Es sei G C R eine Untergruppe von (R, +), G # R, und G Lebesgue messbar, dann ist
G eine Lebesgue-Nullmenge.

Losung:

a) Da das Lebesgue-Mass 1 von innen regulér ist, existiert fiir jedes € > 0 eine kompakte
Menge K C A so dass (A \ K)< . Wir konnen also ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass A kompakt ist. Die Menge C' = — A ist ebenfalls kompakt. Wir
definieren die Funktion f: R — R mittels der Vorschrift

t— ,LL(Ct ﬂB),

wobei Cy := C' + t. Weil A kompakt ist, folgt, dass f stetig ist. Mittels des Satzes von
Fubini folgt

/R 7ty dt = /R /R xalt — 5)xp(s) ds dt = /R yalt) /R xi(s) ds = p(A)u(B) > 0.

Siehe nichstes Blatt!



Die Funktion f ist stetig und nicht-negativ, weil das Integral von f positiv ist existiert
deshalb ein Intervall / C R mit positiver Lange so dass f(¢) > 0 fiir alle ¢ € . Nach der
Definition von f folgt also, dass I C A + B.

b) Nehme an, dass G C R eine Lebesgue-messbare Untergruppe ist mit positiven Lebesgue-
Mass. Weil G eine Gruppe ist, folgt G+G = G. Nach Teilaufgabe a) existiert ein Intervall
I C Rsodass I C G+ G = G. Weil G eine Gruppe ist, gilt nx € G fir alle n € Z.
Somit muss gelten
R=|JnIcaG.
nez

Also, G = R.

3. Es sei (X, A, p) ein o-endlicher Massraum und f: X — [0, +oc] eine messbare Funktion.
Weiters, sei die Funktion ¢: [0, +00] — [0, 4+00] monoton und absolut stetig auf [0, 7] fiir
jedes 0 < T < +o0.

Zeige: Falls ¢(0) = 0 und ¢(t) — ¢(+00) fiir t — 400, dann gilt

+o00
/(gpof)d,u:/ p({z € X : f(z) > t})¢/(t) dt.
X 0

Bemerkung: Insbesondere gilt fiir jede messbare Funktion f: X — [0, +o0], dass
+o00o
/deu:/ p({z € X : f(z) > t}) dt.
0

Losung: Wir definieren
E :={(z,t) € X x [0,400) : f(z) > t}.

Fiir jedes t € [0, +00) setzen wir E* := {x € X : (z,t) € E}. Beachte
w(E') = /EXE(:v,t) dp(x).

Mittels Fubini folgt

+00 +o0
| o [ aue [ e a

Fiir jedes x € X gilt xg(z,t) = 1 falls f(x) > tund xg(x,t) = 0 falls f(z) < t. Deshalb

+o0 f(@)
/ w0/ (t) dt = / () dt = o(f(x)) — 9(0) = o (2));
0 0

dies impliziert die Aussage.



