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1. Es sei X eine iiberabzidhlbare Menge,
A = {A C X : Aist hochstens abzihlbar oder A ist héchstens abzihlbar }.

Zeige, dass A eine o-Algebra ist und dass p: A — [0, 1] mit

0, falls A abzihlbar;
n(A) = {
1, sonst,

ein Mass auf (X, A) ist. Welche Funktionen f: X — R sind .A-messbar?

2. Es sei (X, A) ein Massraum und v: A — [0, +0o0] eine additive Abbildung mit (&) = 0.
Zeige:

+00

a) Giltv(A,) - v < U Ak> mit n — oo fiir jede verschachtelte Folge A1 C Ay C ---
k=1

messbarer Mengen, so ist v ein Mass auf (X, A).
+o0
b) Falls fiir alle verschachtelten Folgen A; D Az D - - - messbarer Mengen mit (| Ay = &

k=1
folgt, dass v(A4;,) — 0 mit n — +o0, dann ist v ein Mass auf (X, .A).

3. Essei (X, .A) ein messbarer Raum.

a) Es sei p ein Mass auf (X, A) und f: X — Y eine Abbildung. Wie kann man auf natiir-
liche Weise ein Bildmass f,u auf Y definieren?

Hinweis: Benutze Aufgabe 1b) aus Serie 1.

b) Essei pu: A — [0, +00] ein Mass auf X und es sei B € A eine messbare Menge. Wir
definieren die Funktion i [p: A — [0, +00] via

A~ (AN B).

Zeige, dass Abbildung p [ g wohldefiniert und ein Mass auf (X, .A) ist.

Bitte wenden!



4. Essei (X, A, p) ein Massraum und f, g: X — [0, +00) messbare Funktionen. Es gelte

/fduﬁ/gdu<—l—oo
A

A

fiir alle Mengen A € A. Zeige, dass es eine Menge M € A gibt mit p(M¢) = 0 und

f(x) <g(x) firallex € M.



