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1. Es sei X eine überabzählbare Menge,

A = {A ⊂ X : A ist höchstens abzählbar oder Ac ist höchstens abzählbar
}
.

Zeige, dass A eine σ-Algebra ist und dass µ : A → [0, 1] mit

µ(A) =

{
0, falls A abzählbar;
1, sonst,

ein Mass auf (X,A) ist. Welche Funktionen f : X → R sind A-messbar?

Lösung:

• A ist eine σ-Algebra. Weil die leere Menge abzählbar ist, ist Eigenschaft 1) in der De-
finition einer σ-Algebra erfüllt. Eigenschaft 2) folgt direkt aus der Definition von A. Es
sei nun (Ak)k≥1 ⊂ A eine Folge. Einerseits, falls alle Ak abzählbar sind, wissen wir aus
Analysis I, dass dann deren Vereinigung ebenfalls abzählbar ist und also insbesondere in
A liegt. Andererseits, nehme an, dass es eine natürliche Zahl k0 ≥ 1 gibt, so dass Ack0
abzählbar ist. Beachte (

+∞⋃
k=1

Ak

)c
=

+∞⋂
k=1

Ack ⊂ Ack0 ,

somit ist das Komplement der Vereiningung der Mengen Ak abzählbar und wir haben
gezeigt, dass Eigenschaft 3) in der Definition einer σ-Algebra erfüllt ist.
• µ ist ein Mass. Es sei (Ak)k≥1 ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen von X .

Falls alle Ak abzählbar sind, ist auch die Menge A :=
+∞⋃
k=1

Ak abzählbar und somit gilt

0 = µ(A) =

+∞∑
k=1

µ(Ak).

Nehme nun an, dass es eine natürliche Zahl k0 ≥ 1 gibt, so dass Ak0 überabzählbar ist.
Weil Ak ⊂ Ack0 , folgt, dass die Menge Ak abzählbar ist für alle k 6= k0. Somit

1 = µ(A) = µ(Ak0) + 0 =

+∞∑
k=1

µ(Ak),

wie gewünscht (die erste Identität folgt weil Ak0 ⊂ A ).

Bitte wenden!



• Alle A-messbare Funktionen Wir behaupten, dass{
f : X → R : f ist A- messbar

}
=
{
f : X → R : es gibt genau ein y ∈ R s. d. f−1(y) ∈ A überabzählbar ist

}
.

Wir bezeichnen die linke Seite der obigen Gleichung mit L und die rechte Seite mit R.
Es sei f ∈ L, wir zeigen im Folgenden, dass f ∈ R. Es sei

α0 := inf
{
α ∈ R : α ≥ 0, die Menge f−1([−α, α]) ist überabzählbar

}
.

Falls α0 = 0, dann ist die Menge f−1({0}) überabzählbar und weil {α} ⊂ {0}c für alle
α ∈ R mit α 6= 0, folgt in diesem Fall f ∈ R. Nehme nun an α0 > 0. Es sei ε > 0 so
dass 2ε < 2α. Die Menge f−1([−ε,+ε]) ist höchstens abzählbar für alle solche ε > 0,
also ist die Menge f−1({−α0, α0}) überabzählbar, weil f−1([−α0, α0]) überabzählbar
ist und

f−1([−α0, α0]) = f−1({−α0, α0}) ∪
⋃

0<ε<α

f−1([−ε,+ε]).

Beachte, dass die Menge f−1({−α0, α0}) die disjunkte Vereinigung von f−1(−α0) und
f−1(α0) ist, also ist genau eine der Mengen f−1(−α0), f−1(α0) überabzählbar und so-
mit f ∈ R. Die Inklusion R ⊂ L folgt direkt aus der definition der σ-Algebra A, weil
f−1(y) ⊂ f−1((a,+∞]) oder f−1((a,+∞]) ⊂ f−1(y)c für alle a ∈ R. Wir haben
dadurch L = R gezeigt.

2. Es sei (X,A) ein Massraum und ν : A → [0,+∞] eine additive Abbildung mit µ(∅) = 0.
Zeige:

a) Gilt ν(An) → ν

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
mit n → +∞ für jede verschachtelte Folge A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·

messbarer Mengen, so ist ν ein Mass auf (X,A).

b) Falls für alle verschachtelten Folgen A1 ⊃ A2 ⊃ · · · messbarer Mengen mit
+∞⋂
k=1

Ak = ∅

folgt, dass ν(An)→ 0 mit n→ +∞, dann ist ν ein Mass auf (X,A).

Lösung:

a) Es sei (Ak)k≥1 ⊂ A eine Folge disjunkter Elemente von A. Wir definieren

Bk :=

k⋃
`=1

A`

für alle ganzen Zahlen k ≥ 1. Beachte Bk ⊂ Bk+1 für alle k ≥ 1 und deshalb folgt

ν

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
= ν

(
+∞⋃
k=1

Bk

)
= lim

k→+∞
ν(Bk) = lim

k→+∞

k∑
`=1

ν(A`),

wie gewünscht, wobei wir für die letzte Gleichheit die endliche Additivität von ν ausge-
nutzt haben.

Siehe nächstes Blatt!



b) Es sei (Ak)k≥1 ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Elemente von A. Wir definieren

Bk :=

+∞⋃
`=k

A`

für alle ganzen Zahlen k ≥ 1. Beachte, dass Bk ⊃ Bk+1 für alle k ≥ 1 und
+∞⋂
k=1

Bk = ∅.

Deshalb folgt,

ν

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
= ν (B1) = lim

k→+∞
ν

(
k−1⋃
`=1

A`

)
+ ν(Bk)

= lim
k→+∞

k−1∑
`=1

ν(A`) + lim
k→+∞

ν(Bk) =

+∞∑
`=1

ν(A`) + 0,

wie gewünscht, wobei wir mehrmals die endliche Additivität von ν ausgenutzt haben.

3. Es sei (X,A) ein messbarer Raum.

a) Es sei µ ein Mass auf (X,A) und f : X → Y eine Abbildung. Wie kann man auf natür-
liche Weise ein Bildmass f∗µ auf Y definieren?

Hinweis: Benutze Aufgabe 1b) aus Serie 1.

b) Es sei µ : A → [0,+∞] ein Mass auf X und es sei B ∈ A eine messbare Menge. Wir
definieren die Funktion µ �B : A → [0,+∞] via

A 7→ µ(A ∩B).

Zeige, dass Abbildung µ �B wohldefiniert und ein Mass auf (X,A) ist.

Lösung:

a) Wir definieren

f∗A :=
{
E ⊂ Y : f−1(E) ∈ A

}
und

f∗µ : f∗A → [0,+∞]

E 7→ µ(f−1(E)).

Wegen Aufgabe 1b) in Serie 1 wissen wir bereits, dass f∗A eine σ-Algebra ist, im Fol-
genden zeigen wir, dass f∗µ ein Mass auf Y ist. Beachte

f∗µ(∅) = µ(∅) = 0,

Bitte wenden!



wobei die letzte Gleichheit vom Satz 1.14 (1) im Skript folgt. Es sei (Ek)k≥1 ⊂ f∗A
eine Folge disjunkter Teilmengen. Die Folge (f−1(Ek))k≥1 ⊂ A ist ebenfalls eine Folge
paarweise disjunkter Teilmengen ist. Es gilt

f∗µ

(
+∞⋃
k=1

Ek

)
= µ

(
f−1

( +∞⋃
k=1

Ek
))

= µ

(
+∞⋃
k=1

f−1
(
Ek
))

=

+∞∑
k=1

µ
(
f−1

(
Ek
))

und somit haben wir auch gezeigt, dass f∗µ σ-additiv ist.

b) Weil A ∩B ∈ A für alle A ∈ A ist die Abbildung wohldefiniert. Weiterhin ist

µ �B (∅) = µ(∅ ∩B) = µ(∅) = 0.

Es sei (Ak)k≥1 ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen; so ist (Ak∩B)k≥1 ⊂ A
weiterhin eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen. Somit

µ �B

(
+∞⋃
k=1

Ak

)
= µ

(
B ∩

+∞⋃
k=1

Ak

)
= µ

(
+∞⋃
k=1

Ak ∩B

)
=

+∞∑
k=1

µ(Ak ∩B),

also ist µ �B ein Mass auf X .

4. Es sei (X,A, µ) ein Massraum und f, g : X → [0,+∞) messbare Funktionen. Es gelte∫
A

f dµ ≤
∫
A

g dµ < +∞

für alle Mengen A ∈ A. Zeige, dass es eine Menge M ∈ A gibt mit µ(M c) = 0 und

f(x) ≤ g(x) für alle x ∈M.

Lösung: Wegen ∫
X

f dµ ≤
∫
X

g dµ < +∞

sind f, g integrierbar. Wir definieren die Menge M :=
{
x ∈ X : 0 ≤ g(x)− f(x)

}
und h :=

g − f . Weil M = h−1([0,+∞)) ist M messbar, da die Funktion h als Differenz messbarer
Funktionen messbar ist. Wir definieren

An := h−1
((
− 1

n
,− 1

n+ 1

])
für alle n ≥ 0 (mit der Konvention 1

0 = +∞). Die Menge M c ist die disjunkte Vereinigung
der Mengen An. Weil ∫

An

g − f dµ ≤ − 1

n+ 1
µ(An) ≤ 0,

Siehe nächstes Blatt!



muss gelten µ(An) = 0, weil sonst ∫
An

g dµ <

∫
An

f dµ,

was nicht möglich ist nach Voraussetzung. Es gilt also

µ(M c) =

+∞∑
n=0

µ(An) = 0,

wie gewünscht.

Alternativ lässt sich die Aufgabe auch lösen indem man die Funktion f − g auf M c mit Trep-
penfunktionen approximiert und daraus folgert, dass falls µ(M c) > 0, dann ist∫

Mc

f dµ >

∫
Mc

g dµ,

was der Voraussetzung widerspricht.


