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1. Essei (X, A, 1) ein Massraum. Zeige: Ist (Ey);>1 C A eine Folge messbarer Mengen in X
+o0
mit Y p(Ey) < 400, dann liegen fast alle Punkte = € X in hochstens endlich vielen E},.
k=1
Losung:

e erste Losung: Wir definieren
“+00 +00

A::ﬂUEg.

k=1/{=k
Es sei z € X ein Punkt. Beachte x € A genau dann wenn z in unendlich vielen der
Mengen E}, liegt. Satz 1.14 (5) sagt uns, dass

“+oo
A= 1
o= o(0)

+00 +o00
weil p (UL Ee) = kzl w(Ag) < kz;l w(Eyx) < 400, wobei

k-1

Ay =By \ U E,.
(=1

Somit gilt

“+oo
p(A) < lim Y p(B) =0
=k

T k—+4oo

und deshalb ;1(A) = 0, was zu zeigen war.

e zweite Losung: Kommt spiter...

Bitte wenden!



2. In der Vorlesung haben wir das Lemma von Fatou (Satz 2.6) mit Hilfe dem Satz tiber monotone
Konvergenz (Satz 2.4) bewiesen. Beweise nun umgekehrt den Satz tiber monotone Konvergenz
mit Hilfe des Lemmas von Fatou.

Losung: Es sei f,: X — [0,+00], wobei k& > 1, eine Folge von messbaren Funktionen, so
dass f1 < fo < ...und fr — f punktweise mit k — +oo. Beachte fi(z) = é1>1£ fe(z) fur

alle £ > 1. Fatous Lemma sagt uns
/fdu = /liminffkd,u < liminf/ fedp < lim / frdu.
k——+oo k—+oco Jx k—+oo Jx
X X

Weil f;, < f fiir alle x € X wissen wir aus der Monotonie des Integrals, dass

/kaduﬁx/fdu

fiir alle x € X. Deshalb folgt der Satz iber monotone Konvergenz.

3. Bssei (X, A, ;1) ein Massraum und f € L'(p) eine integrable Funktion. Beweise folgende
Aussage:

Fiir alle € > 0 existiert ein > 0, so dass

/VMM<6
A

fiir alle A € A mit pu(A) < 0.

Losung: Falls f = 0, dann ist die Aussage richtig. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass
f nicht die Nullfunktion ist. Zuerst nehmen wir an, dass die Funktion f beschrinkt ist, d.h.
M = max{|f(z)| : © € X} < 4o00. Es sei ¢ > 0 gegeben und es sei A € A. Aus der
Monotonie des Integrals folgt

/WWS/M@—MWM
A A

Falls also p1(A) < 57, dann folgt das Geforderte. Wir haben die Aussage somit gezeigt, falls
f beschrinkt ist.

Es sei nun f unbeschrinkt. Wir definieren fj(x) = min{k, |f(z)|},z € X, fir alle & > 1.
Beachte, fi, — | f| punktweise mit & — +oo. Mit Hilfe des Satzes iiber monotone Konvergenz

erhalten wir
/!f\z/xA!f\z lim /XAflc: lim /fk
k——+oc0 k——+o0
A X X A

Siehe nichstes Blatt!



wobei x 4 die charakteristische Funktion von A ist, d.h. y 4(z) = 1 fallsz € Aund x 4(x) =0
sonst. Wihle kg > 1, so dass

/|f’ /fk < =, furalle k > ko.

Weil fy, beschriinkt ist, wissen wir, dass es ein d > 0 gibt, so dass

£
/fkodﬂ< 57
A

falls i(A) < 9. Fasst man alles zusammen, erhilt man

5 e €
/‘f|d#<2+/fkodﬂ<2+2—5
A A

falls ;1(A) < 9, was zu zeigen war.

4. Essei (X, A, ) ein Massraum und fi: X — [0, +o00], £ > 1, messbare Funktionen, so dass
fi>fo>--->0und fi — f punktweise mit k — +o0. Zeige, dass falls f; € L' () gilt,

dann folgt
hm /fkdu /fdu

Wieso ist die obige Implikation ohne die Voraussetzung f; € L'(u) im Allgemeinen nicht
richtig?

Losung: Weil f; > fi und fi, fx nur nicht-negative Funktionswerte haben, gilt | x| < | f1] fiir
alle k > 1. Somit folgt, unter Verwendung der Monotonie des Integrals, dass fi € L' () fiir
alle k > 1, weil nach Voraussetzung f; € L'(p). Mit denselben Argumenten folgt ebenfalls,
dass f € L'(u).

Wir definieren g, := f; — fj fiir alle £ > 1. Jede Funktion g ist messbar und hat nur nicht-
negative Funktionswerte. Des weiteren gilt g1 < ¢go < ... und gr — f1 — f punktweise mit
k — +o00. Die Voraussetzungen fiir den Satz iiber monotone Konvergenz sind also erfiillt und

wir erhalten
[ s = [ g
X k——+oco X

Wir kénnen nun Satz 2.9 (1) (Linearitét des Integrals) anwenden und erhalten

/f1du—/fdu— lim /gkdu— lim /f1du— lim /fkdu,
k—4o00 X k—+o0 X k—4o00 X
X X

und deshalb gilt
i [ fedu= [ 7an
k——+o0
X X

Bitte wenden!



wie gefordert.

Frage: Wieso ist die obige Implikation ohne die Voraussetzung f; € L'(x) im Allgemeinen
nicht richtig?

Antwort: Es sei f,: Z — {0, 1} die charakteristische Funktion der Menge
Ap ={—k,...,0,...,k}°,

d. h. fy(xz) = 1falls z € A und fi(z) = O sonst. Es sei pz das Zidhlmass auf Z. Beachte,
dass fi1 > fo > --- > 0und f; — f := 0 (Nullfunktion) punktweise mit k — +o00. Weiterhin
gilt

/\fkduz—m
7

fiir alle £ > 1. Da
0= [ fduz# Jim_ [1ilduz =+
k—-+oo
Z

X

kann die Voraussetzung f; € L' () im Allgemeinen nicht weggelassen werden.

. Essei (X, A, 1) ein endlicher Massraum, d.h. (X)) < +oo. Weiter seien fi: X — R, k > 1,
beschrinkte messbare Funktionen, so dass f — f gleichmissig mit & — +oco. Beweise oder
widerlege die Aussage:

“Die Funktion f ist messbar und es gilt

lim /fdeZ/fd/L"
k——+o0
X X

Was geschieht im Allgemeinen falls (X)) = +00?

Losung: Nach Satz 1.10 (2) ist die Funktion f messbar. Desweiteren ist die Funktion f be-
schrinkt, weil die Folge der fi’s gleichmissig gegen f konvergiert und jedes f; beschridnkt
ist. Weil 11(X) < 400, folgt f € L' (). Es existert ein ky > 1, so dass

sup|fr(x) — f(z)] <1 firalle k > ko.
zeX

Es sei
My :=max {|f(2)] : € X,1 < k < ko}.

Wir definieren die Funktion g: X — R via
x> Mo+ 1+ max {|f(z)|: 2z € X}.

Da p(X) < oo ist g integrabel und es gilt | fx| < ¢ fiir alle £ > 1. Somit konnen wir den
Satz von Lebesgue (Satz 2.10 ) anwenden und erhalten

i [ fedn= [ ran
k—+o0
X X

Siehe nichstes Blatt!



wie gefordert.

Falls u(X) = 400, dann ist die Aussage im Allgemeinen nicht mehr richtig. Betrachte
(Z, 2%, uz) wobei uz das Zihlmass auf Z bezeichnet. Wir definieren fiir alle k£ > 1 die Funk-

tion fr: Z — Rvia
1 .
o ifn] >k
—Jm =
n) =
Je() {0 sonst.

Beachte, dass fy — 0 =: f gleichmissig mit & — +o00. Weil die harmonische Reihe diver-

giert, gilt
1
[ ez =23 & =+
7, n=~k

und somit

400 = lim /fkd,uz#/fduzzo.
k—4o00
Z Z



