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1. Beweise folgenden Teil der Proposition 3.4 aus der Vorlesung:

Das Mengensystem
A:={A CR": Aisteine Vereinigung endlich vieler Quader }
ist eine Algebra.
Losung: Die Bedingung, dass A stabil ist unter endlichen Vereinigungen folgt direkt aus der

Definition von A. Die Menge R" ist das n-stufige Kartesische Produkt des Intervalls R und
somit gilt R™ € A. Es bleibt zu zeigen, dass falls

d
A=JQreA (1

k=1
wobei die (Q’s Quader sind, dann folgt A¢ € A. Wir unterteilen den Beweis in drei Teilschrit-
te:

1. Das Komplement eines Quaders ist in der Algebra. Nehme an, dass n = 1, und es sei
I C R ein Intervall. Wir definieren

It :={zeR:z el z>yfiraleyc I}
I_:= {xeR:erC,a:<yfﬁralleye]}.

Die Mengen /_ und I, sind Intervalle und es gilt /¢ = I, U I_. Deshalb gilt /¢ € A im
Falle n = 1. Es sei nun n > 1 beliebigund Q) = I; X --- x I, € R" ein Quader. Beachte

Q=)@
k=1

wobei Q;c =R x---xIpx---xRfiralle 1 < k < n. Mittels den De Morganschen
Gesetzen und I = (I;)+ U (I))— erhalten wir

n
QC:URX-~-><I,§><---><R
k=1

n n
= URX‘--X(I;{)+X--~><RUURX-HX(I]C)_X-‘-XR.
k=1 k=1
Also ist Q¢ € A wiederum falls n > 1.

Bitte wenden!



2. Der Schnitt zweier Elemente von A ist wieder in A. Es seien 1, Q)2 € R™ zwei Quader.
Man sieht sofort, dass Q1 N Q2 wieder ein Quader ist. Unter Verwendung des Distribi-
tivitits Gesetz AN (BUC) = AN BU AN C, folgt nun, dass A1 N Ay € A, falls
Al, A2 e A.

3. Beweis der Aussage mit Induktion iiber die Anzahl Quader Es sei Ay, € A die Vereinigung
von k > 1 Quadern und es sei ) ein Quader. Es gilt

(ArUQ)" = A NQ°

und somit folgt wegen 1. und 2., dass (Ax U Q)¢ € A falls Ay € A. Die Aussage folgt
also mit Induktion iiber k > 1.

. Es sei X eine Menge und M x eine Mengenalgebra auf X. Zeige:

a) Die Mengenalgebra M x ist ein kommutativer Ring mit Eins mit den folgenden Opera-
tionen:
E+F:=(E\F)U(F\E),
E-F:=ENF.

und X € Mx als Eins.

b) Die Mengenalgebra M x ist eine Algebra im Sinne der Algebra, d.h. die additive Gruppe
(Mx,+) ausgestattet mit der Ringstruktur von oben ist zugleich ein Vektorraum iiber
einem Korper K.

¢) ~ Finde eine sinnvolle Charakterisierung aller Untergruppen von (2F, 4), wobei I eine
endliche Menge ist.

Losung:
a) Beachte, dass gilt £+ F' = (EN F°)U (F N E°) firalle E, F € Mx. Deshalb

(E+F)+@

= ((ENF)U(FNES)NGY)U(GN((ENF)U (F N E)))
(ENF) U (FNE) NG UGN ((E°UF)N (F°NE)))
ENFNGYU(FNENGY)U(GNENF)U(GNFNE)
ENFNGYU(ENGNF)U(FNG°NE)U(GNFNE°)
EN((FCUG)N(GENF))U(FNG N ES)U(GNF°NE°)
= (EN((FNG°U(GNF))) U (((FNG)U(GNF)) N E)
=B+ (F+0G),

= U
— U

~—~~ ~~ —~

fir alle F, F, G € M x und somit ist die bindre Relation + assoziativ. Weiters, beachte
EF+9o=0+F=Fund E+ F = @ fiiralle E € M x. Wir haben also gezeigt, dass
(Mx,+) eine Gruppe ist. Man sieht sofort, dass (M x, +) abelsch ist.

Siehe nichstes Blatt!



b)

Wir miissen nun noch zeigen, dass (M x, -) ein Monoid ist und dass die Multiplikation
distributiv ist. Beachte (E-F')-G = (ENF)NG = ENFNG = EN(FNG) = E-(F-G)
firalle £, F,;G € Mxund X - E = X N E = E, deshalb ist (Mx, -) ein Monoid.

Es gilt

E-(F+Q)=EN(FNG)U(GNF)) =ENFNG)UENGNEF)
— (ENF)N(E°UG))U((ENG)N (E°UF))

— (ENF)N(ENG)Y)U(ENG)N(ENF)),

—E-F+E-G

und analog

(F+G)-E=((FNG)NE)U(GNF°NE)
=((FNE)N(G°UE%))U((GNE)N(F°U E®))
= (FNE)N(GNE)°)U((GNE)N (FNE))
=F-E+G-E.

Fasst man alles zusammen haben wir gezeigt, dass (M x, +, -, X) ein Ring mit Eins ist.

Es sei Fy der Korper mit zwei Elementen. Wir definieren die Skalarmultiplikation via
0-F:=@undl-FE := Efiralle E € Mx. Weil E + E = & folgt sofort, dass
(o + B)E = aFE + BE fiir alle o, 8 € F; und fiir alle E € M x. Die verbleibenden
Axiome eines Vektorraumes sind sofort ersichtlich und deshalb haben wir gezeigt, dass
(Mx,+) mit dieser Skalarmultiplikation ausgestattet ein F»-Vektorraum ist.

Essei ' = {1,...,n}, wobei n > 1. Beachte zuerst, dass (2, +) ein n-dimensionaler
F-Vektorraum ist, wenn man (27, +) mit der Skalarmultiplikation von Teilaufgabe b)
ausstattet. In der Tat, b; := {3}, fiir 1 < i < n, ist eine Basis von 27",

Es sei U eine Untergruppe von (2", +). Nach Definition der Skalarmultiplikation ist es
offensichtlich, dass U ebenfalls ein Untervektorraum ist. Es sei vy, . .., v4 eine Basis von
U. Jeder Vektor u € U hat eine eindeutige Darstellung

U = v + -+ agug,

wobei a; € Fj fiir alle 1 < i < d. Betrachte die Abbildung ®: U — 204, wobei
[d] ={1,...,d}, gegeben durch

u=agv+ - +agug— {k:ap #0} C {1,...d}.

Die Abbildung & ist ein Gruppenisomorphismus zwischen (U, +) und (2/%, +). Also ist
jede Unterguppe von (2", 4) isomorph zu (2[‘1}, +) firein1 < d < mn.

Bitte wenden!



3. Beweise die folgende Aussage: Eine Teilmenge A C R" ist eine Lebesgue Nullmenge genau
dann, wenn eine Folge (Q1)r>1 von Quadern in R"™ existiert, so dass

+oo
1. Z V(Qk) < +o0.
k=1
2. Jeder Punkt von A liegt in unendlich vielen der Quader Q.

Losung: “ =" Es sei A eine Lebesgue Nullmenge. Weil A eine Lebesgue Nullmenge ist, exi-

.. too
stiert fiir jede natiirliche Zahl n > 1 eine Uberdeckung A C |J Q) von A mit kompakten
k=1
Quadern Q1 ,) so dass

+00o 1
> V(Qum) < 5
k=1

Es sei ¢: N — N x N eine surjektive Abbildung. Wir definieren Q. := Q1. Beachte,

“+oo “+o0o 1
\%4 < — =1
; (Qk) < ; 5

und nach Konstruktion liegt jedes € A in unendlich vielen Quadern (Q;, was zu zeigen war.

“«<=" Es sei Q) eine Folge von Quadern welche Bedingung 1. und Bedingung 2. erfiillt. Es
sei

“+o0o
A=) "V(Qk).
k=1

Fiir jedes € > 0 existert ein N > 1 so dass
+oo
Z V(Qk) <e&.
k=N

+o00
Weil jedes = € A in unendlich vielen Qy’s liegt, folgt A C |J Qp, und wir haben dadurch
k=N

gezeigt, dass A eine Lebesgue Nullmenge ist.

4. Es sei Q := [0, 1] das abgeschlossene Einheitsintervall versehen mit der Standardtopologie
und A C 2 eine Teilmenge. Weiter bezeichne v das dussere Lebesgue Mass auf (2. Beweise
oder widerlege jeweils folgende Aussagen:

a) Ist A nirgends dicht, so gilt v(A) = 0.
b) Ist v(A) = 0, so ist A nirgends dicht.
¢) Ist A dicht, so gilt v(A) > 0.

d) Ist v(A) > 0, so existiert ein nichtleeres, offenes Intervall I C [0, 1], in welchem A N [
dicht liegt.

Siehe nichstes Blatt!



e) Istv(A) =1, soist A dichtin [0, 1].

Losung:

a) Essei{q1,...,qn,...} = QnNJ0,1] eine Abzéhlung. Wir definieren

b)

d)

e)

1 1
I, = <qn— 2n+1,qn+2n+1>, n=>1

+o0
und A := [0,1] \ U I. Die Teilmenge A ist abgeschlossen und nach Konstruktion
n=1

nirgends dicht (weil g, ¢ A fiir alle & > 1). Weiter gilt v(A) > % Dies widerlegt die
Aussage.

Essei {q1,...,qn,...} = QNJ0, 1] eine Abzdhlung. Wir definieren
€ €
QE:) = (Qk ~ on Gk + 27) .

Es gilt
“+00
v(@QN0,1) <Y w@) =¢
k=1

fiir alle € > 0 und deshalb v(Q N [0, 1]) = 0. Die Teilmenge Q N [0, 1] ist dicht und also
insbesondere nicht nirgends dicht. Dies widerlegt die Aussage.

Weil Q N [0, 1] abzdhlbar ist, folgt, dass v(Q N [0,1]) = 0 (siche Teilaufgabe b) ). Es
gibt also eine dichte Teilmenge von (2 die ebenfalls eine Nullmenge ist. Dies widerlegt
die Aussage.

+o0
Es bezeichne A := [0,1] \ J I, die Menge aus Teilaufgabe a). Wir wissen bereits, dass
n=1
v(A) > 0. Weiters, sei (a,b) C €2 ein nicht degeneriertes Intervall. Es existert somit eine
rationale Zahl g, € (a,b). Weil (a, b) offen ist, gibt es ein offenes nicht-leeres Intervall
J sodass ¢ € J C (a,b) and J C I. Deshalb gilt J € (AN (a,b))¢ und die Menge
AN (a,b) ist nicht dicht in (a, b). Dies widerlegt die Aussage.

Es sei (a,b) C 2 ein nicht degeneriertes Intervall. Es gilt AU (a,b) \ A C 2 und deshalb
v((a,b) \ A) = 0. Dadurch gilt (A N (a,b)) = a — b > 0 und somit muss gelten
(a,b) N A # @. Weil die Intervalle (a,b) C £ eine Basis der Standardtopologie auf €2
bilden, folgt, dass die Teilmenge A C €2 dicht in €2 liegt. Dies Aussage ist also richtig.



