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1. Beweise: Nicht jede Lebesgue-messbare Teilmenge von R ist eine Borelmenge.

Losung: Es bezeichne C' die Cantor-Menge, gegeben durch
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wobei Cy = [0,1] und C, =
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Hierbei bezeichnet A\ das Lebesgue-Mass auf R. Es ldsst sich zeigen, dass

“+00

C={xel0,1]:x=> a3 " a €{0,2}}
k=1

und somit ist C' gleichméchtig wie R. Weil A\(C) = 0 gilt auch A(A) = 0 fiir alle A € 2¢,
dies ist der Vollstindigkeit des Lebesgue-Masses geschuldet. Es bezeichne By die Menge aller
Borel messbaren Teilmengen von R. Es gilt Br = U({[q, +o00) 1 q € Q}), und deshalb
folgt, weil die Menge {[q, +o0) 1 q € Q} abzdhlbar ist, dass Br gleichmichtig wie R. Die
Kardinalitdt der Potenzmenge einer Menge ist immer strikt grosser als die Kardinalitit der
Menge und somit ist nicht jede Menge A € 2¢ Borel messbar. Weil card(C) = card(R) <
card(2R) = card(2°).

2. Nach Satz 3.11 (5) aus der Vorlesung existiert fiir jede lineare Abbildung 7": R” — R" ein
A(T) € R, so dass fiir alle A € M gilt A\(T'(A)) = A(T)A(A), wobei A das Lebesgue-Mass
auf R™ bezeichne. Beweise: A(T") = |det(T)|.

Losung:

e Fine Losungskizze ist im Skript unter Bemerkung 3.13 zu finden.

Bitte wenden!



e Im folgenden prisentieren wir eine weitere Losungsskizze, die Konzepte aus der Grup-
pentheorie verwendet. Diese Losung ist nicht priifungsrelevant. Es lésst sich leicht zei-
gen, A(GT) = A(G)A(T) fiir alle linearen Abbildungen G,T: R™ — R™. Die Abbil-
dung A: Gl,(R) — R\ {0} ist somit ein Gruppenhomomorphismus, wenn wir Gl,,(R)
mit der Matrixmultiplikation und R \ {0} mit der tiblichen Multiplikation ausstatten.
Es sei G := Gl,(R) und G* := G/[G,G] die Abelisierung von G, wobei [G, G]
die Kommutator-Untergruppe von G ist. Es ldsst sich zeigen, dass [G,G| = Sl,(R),
G =~ R\ {0} und dass die Abbildung 7: G — G wobei 7(g) = ¢[G, G|, die Deter-
minantenabbildung ist, also 7 = det. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Abeli-
sierung gilt somit A = kodet, wobei k ein Gruppenhomomorphismus von (R\ {0}, -) ist.
Es ist eine Konsequenz der Gauss-Elimination, dass jede invertierbare Matrix A als Pro-
dukt einer Diagonalmatrix D und einer Matrix S € Sl,,(R) geschrieben werden kann, d.h.
A = SD.Mansieht leicht, dass A(D) = |det(D)| und somit k(det(D)) = k(det(A)) =
A(A) = A(S)A(D) = A(D) = |det(D)| und somit k(z) = |z| firalle x € R\ {0}.
Wir haben also gezeigt, A(T') = |det(T")| falls T eine invertierbare lineare Abbildung ist.
Falls T" nicht invertierbar ist, dann ist 7(R"™) in einem (n — 1)-dimensionalen Unterraum
von R" enthalten und deshalb gilt 0 = \(T'(R™)) = |det(T")|\(R™), was noch zu zeigen
war.

3. Ausseres Lebesgue-Stieltjes-Mass. Es sei F': R — R monoton wachsend und linksstetig. Fiir
a,b € Rmita < bsetze Ap([a,b[) = F(b) — F(a). Das dussere Lebesgue-Stieltjes-Mass A
auf R ist definiert durch

+oo +oo
Ap(A) == inf { > Ar(lan.bil) : A C | lar, bil, wobei a, < bk}, ACR.
k=1 k=1

Berechne fiir a < b die Masse Ap({a}), Ar([a,b]) und Ar(]a, b[).

Losung: Wir behaupten, dass jede Menge [a, b| A p-messbar ist. Es sei D C R mit Ap(D) <

.. 00
+00. Es sei ¢ > 0. Wihle eine Uberdeckung D C | [ag, bi[, wobei aj, < by, so dass
k=1

+oo
AF([ak, bk[) < AF(D) + €. Beachte
k=1

Ap([ar, bk[) = Ar([ar, br[Na, b]) + Ar([ak, be[\[a, b])
und somit
Ap(DNa,b]) + Ap (D \ [a,b]) < Ap(D) +e.
Die Menge [a, b[ ist somit Ay messbar. Es gilt
+oo

{a} = ﬂ[a,a—i—%[

k=1

und deshalb ist die Menge {a} (als Schnitt von A p-messbaren Mengen) ebenfalls A z-messbar.
Weiter ist [a, b] = [a, b[U{b} und ]a, b[= [a, b[N{a}®. Deshalb sind die Mengen [a, b] und |a, b]
ebenfalls A p-messbar. Weil A auf allen A -messbaren Mengen ein Mass ist, folgt

Ap(la,b]) = Ap([a, b)) + Ar({b}),  Ar(la,b]) = Ar(la, b)) — Ar({a}).

Siehe nichstes Blatt!



Es geniigt also Ap({a}) zu berechnen. Wir definieren

F(a)t = 1:;&1 F(z) =inf{F(x):x > a}.

Beachte

Ar({a}) = lim Ap ([a,a - ]16[> = lim F <a + i) — F(a) = F(a)" — F(a),

k——+o0 k——+o0

und somit haben wir alles gezeigt.

. Allgemeine Cantormenge Es sei (7;)r>1 eine Folge von positiven reellen Zahlen so dass
e < 37%. Man zerlege das Einheitsintervall [0, 1] in drei disjunkte Intervalle Iy, I1, I2, wo-
bei das zentrierte mittlere Intervall 7; offen ist und die Lénge ~; hat. Man zerlege nun jedes
Intervall I, , fiir a; = 0, 2, in drei Teilintervalle 1,0, 14,1, [q,2, wobei das zentrierte mittlere
Intervall I,,; offen ist und die Linge 72 hat. Ebenso verfahre man mit I,,4, (a1,a2 = 0,2)
usw.

Es bezeichne G die Vereinigung aller offenen mittleren Intervalle Iy, Io1, I21, Ioo1, - - -, und
C =[0,1] \ G die allgemeine Cantormenge.

a) Zeige: C ist abgeschlossen, nirgends dicht und hat die Kardinalitdt von R.
b) Berechne des Lebesgue-Mass von C.
¢) Wann ist C' Jordan messbar?

Losung:

a) Da eine beliebige Vereinigung offener Mengen offen ist, ist die Menge C' ist als Kom-
plement einer offenen Menge abgeschlossen. Um zu zeigen, dass C nirgends dicht ist,
miissen wir zeigen, dass kein nicht-degeneriertes Intervall (a, b) existiert mit (a,b) C C.
Es sei

C = U Toy o, - (1)

(a1,...,ar)€{0,2}*

nach Konstruktion gilt

C=)Ck )

Nehme nun an, dass (a,b) C C, somit gilt (a,b) C CY fiir alle k > 1. Es bezeichne [},
die Intervall-Lange der Intervalle aus denen C' zusammengesetzt ist. Nach Konstruktion

gilt
1 b 1
. /-1
lk = ok—1 (1 - ;_1 2 7@) < ok—1°

und somit muss gelten b — a < 2%1 fiir alle £ > 1 und deshalb ¢ = b. Wir haben also
gezeigt, dass C nirgends dicht ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass C die Kardinalitit von R

Bitte wenden!



b)

)

hat. Aus dem Basisjahr ist bekannt, dass card ({0, 2}) = card(R). Es sei a := (ay);>1 €

{0, 2} und es bezeichne [a], := (ay, ..., a). Aufgrund von (T und (@) wissen wir, dass
+oo

C= |J I wobeila:= ()Tl (3)
ac{0,2}" k=1

Das Intervallverschachterlungsprinzip sagt uns, dass die Menge I, genau aus einem Punkt
besteht, da die abgeschlossenen Intervalle [}, verschachtelt sind und die Intervall-Ldngen
der Ijy),’s gegen Null konvergieren. Wir behaupten nun, dass I, # Ia, falls a1 # ao.
Falls a; # ap existiert ein N > 1, so dass [a;]y # [a2]n. Nach Konstruktion sind die
Intervalle 5], {[ay), disjunkt und somit folgt direkt, dass Ia, # la,. Mittels ha-
ben wir also gezeigt, dass C eine tiberabzihlbare Vereinigung von disjunkten nicht-leeren
einelementigen Mengen ist und deshalb gilt card(C') = card(R).

Es sei e > 0, so dass v, + €, = 3~F. Beachte

1_11_1*§ 2 ’U*f 2\*
_31—§_3 3) 2 3

k=0 k=1
1R 1R 1R
— k k. _ k
7522 yk+522 eka(G)+§Zz ek
k=1 k=1 k=1
und somit
12
MC)=1-\G) = 522 k-
k=1
Es gilt also A\(C)) = 0 genau dann wenn C die klassische Cantor-Menge ist mit v, = 3.
Es sei J = {[a,b[: @ < b} und es sei
J = {A C R : Aisteine endliche disjunkte Vereinigung von Elementen aus J }.

Wir definieren

iT(A) :==inf{\(M): M € J,AC M}
i (A):=sup{A\(M): M € J,M C A}.

Eine beschrinkte Menge A C R heisst Jordan-messbar, falls it (A) = i~ (A). Aus Tei-
laufgabe a) wissen wir, dass C nirgends dicht ist. Somit gilt ¢~ (C') = 0. Wir wissen

+o0 o0
ANC) =inf { Y A1) : Iy Intervall ,C C | ] I;}
k=1 k=1

und deshalb gilt A(C) < i*(C). In Teilaufgabe b) haben wir gezeigt, dass A\(C) > 0

genau dann wenn ein kg > 1 existiert mit v, < 37k Als Konsequenz ist die allgemeine
Cantormenge also genau dann Jordan messbar falls C' die klassische %—Cantormenge ist.

Siehe nichstes Blatt!



5.* Konstruiere eine Borelmenge E C [0, 1] derart, dass fiir jede offene nicht-leere Menge U C
[0, 1] gilt
0<AENU)<AU),

wobei A das Lebesgue-Mass auf R bezeichnet.

Losung: Es sei {U1,Us, ..., Uy, ...} eine Abzéhlung aller nicht-leeren Intervalle mit rationa-
len Endpunkten, welche eine offene Teilmenge von [0, 1] sind. Wir behaupten, dass fiir jede of-
fene nicht-leere Menge U C [0, 1] zwei abgeschlossene nirgends dichte Mengen A(U), B(U)
existieren so dass

1. A(U),B(U) CU,
2. AU)NBU) = 2,
3. 0 < A(AU)), AM(B(U)) < A(U).
Dies ist eine direkte Konsequenz der Teilaufgaben a), b) von Aufgabe 4. Weil A(U) und B(U)

abgeschlossen und nirgends dicht sind, folgt, dass die Menge U N A(U)¢ N B(U )¢ offen und
nicht-leer ist. Wir konstruieren die Folge (A, By )k>1 rekursiv wie folgt.

(A1, B1) == (A(Uy), B(U1))
k—1 k—1 k—1 k—1
(Ay, By) = (A <Ukm N 4in () Bg> ,B (U,m N 4in () B;,f)) :
=1 =1 =1 =1
Nach Konstruktion gilt, Ax N By = & fiir alle &k, £ > 1. Wir definieren
+o0o
k=1

Nach Konstruktion hat E die geforderten Eigenschaften. In der Tat, es sei U C [0, 1] eine
offene nicht-leere Teilmenge. Es existiert ein N > 1 so dass Uy C U und somit

0<AMAN) SANENUN) SANENU)=X(ENBy)U(ENBSNU))
= MENBSNU) < MBy) +AENBSNU) < AU),

wie gewiinscht.



