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1. Es sei A C R"™ eine H"-messbare Menge mit H"(A) < +oo und es sei f: A — Y eine
Lipschitz-stetige Abbildung in einen metrischen Raum (Y, d). Zeige: die Menge f(A) ist eine
‘H"-messbare Menge.

Losung: Nach Satz 3.10 im Skript existiert eine F,, Menge F' C R", so dass H" (A \ F') = 0.
Weil F eine F,, Menge ist, gibt es abgeschlossene Mengen C, C R, wobei k& > 1, so dass

k=1

Wir definieren fiir alle ganzen Zahlen ¢ > 1
0
Ky :=By(0)n | Cx,

wobei By(0) := {x € R™ : ||z[|2 < £}. Jede Menge K ist kompakt und es gilt

F=|JKe.

/=1

Es gilt somit
F(A) = f(A\ F)U Uf K).

Die Mengen f(K/) sind als stetige Bilder kompakter Mengen wiederum kompakt, also ins-
besondere Borelmengen und somit H"-messbar. Falls die Menge f(A \ F') also H"-messbar
ist folgt somit, dass die Menge f(A) auch H"-messbar ist. Es sei § > 0. Weil fiir alle Uber-
deckungen A\ F' C |25 Uy, mit diam(Uy) < 6 gilt

+oo
Zdlam " < Lip( )”Zdiam(Uk)"
k=1

folgt HR(f(A\ F)) < Lip(f)"HZ(A\ F) und somit H"(f(A \ F)) = 0. Wir haben also
gezeigt, dass f(A\ F') eine H"- Nullmenge ist und somit insbesondere H"-messbar, was noch
Zu zeigen war.

Bitte wenden!



2. Es sei 7: [0,1] — X eine stetige injektive Kurve in einen metrischen Raum (X, d). Wir
definieren die Bogenldnge von -~ als

N
L(y) i=sup { 3 d(y(ti-1),7(8)) : N = Tund 0 <ty < - <ty <1}
=1

Zeige: H' (v ([0,1])) = L(v).

Losung: Wir setzten K := ([0, 1]). Wir teilen den Beweis in zwei Teile; zuerst beweisen wir
eine Hilfsaussage und danach zeigen wir ' (v ([0,1]) ) = L(v).

1. (Hilfsaussage) In diesem Teilabschnitt zeigen wir, dass gilt
d(y(0),7(1)) < H'(K). (1)

“+00
Esseiec > 0und Cy, C X, mitk > 1,sodass K C |J Cf und

k=1
+oo
Zdiam(C’k) <HYK) +e.
k=1

Fiir alle £ > 1 definieren wir
Mj. = max (7_1 (@)) .

Nach Konstruktion gilt d(vy(a),y(My)) < diam(Cy) fiir alle a € v~ (Cy) . Fiir jedes
e > 0 gibt es ein §(g) > 0 so dass

d(v(x),v(y)) <e, falls|z—y| < d(e).

Wir setzen
I, ={z €[0,1]: esgibteina € 7_1(@) sodass |z —a| < & (2%) b

Weil die offenen Mengen I}, die kompakte Menge [0, 1] iiberdecken gibt es endlich viele
Indizes k1, ..., kn, so dass

N
0,1 = | I,
/=1

Wir konnen annehmen, dass 0 € I, und 1 € Ij,. Fiir jede ganze Zahl 1 < ¢ < N
bezeichne by, = sup (Iy,). Fir jedes b € {by,,...,bgy,} sei f(b) € {ki1,...,kn} ein
Index, so dass

be If(b)~

Beachte f(by,) = k¢ kann nur gelten, falls by, = 1. Wir definieren die Punkte x}, rekursiv
wie folgt:
o = 0, T = bk1 und Th41 = bf(xk)

Siehe nichstes Blatt!



Nach Konstruktion gilt z;; < x4 1. Es sei r > 1 die kleinste ganze Zahl, so dass x, = 1.
Es muss gelten 1 < r < N und die Punkte xg, ..., z, sind alle paarweise verschieden.
Somit sind auch die Indizes f(z1), ..., f(z,) alle verschieden und es gilt

d(y(0),7(1)) <Y d(y(zr-1), (k)
k=1
< d(7(0), v(Mpy,)) + d(v(My, ), <Zd (@k), Y (M (z,)) + AV (M) («’Bk+1))>

r—1
e . g 5 e

+o0o
<2+ Zdiam(Ck) < HYK) + 3,
k=1

und somit
d(7(0),7(1)) < H'(K).
wie gewlinscht.

2. (Beweis der Gleichheit) Mittels (T lsst sich die Gleichheit H' (v ([0,1])) = L(v) nun
leicht zeigen. Weil H!({p}) = O fiir alle Punkte z € X und die Mengen 'y( a, b})

Borelmengen sind fiir alle 0 < a < b < 1, folgt fiir alle Partitionen 0 < tg < --- <ty
N N
S d((tis Z ti1,t])) = H' (7 (0, 1))
i=1 i=1

und somit L(y) < H!(v([0,1])). Es sei e > 0. Es gilt

<> dm (15

k=1
k=1

wobei 1 < §(e). Weil diam (v([%2, £1)) = d(v(ak), v(by)) mit ay, < by, folgt

(Z d ( <ak>) T d(y(ar), y(bi)) +d (w<bk>,fy(:))> <IL'(y).

Womit die Gleichheit %' (v ([0,1]) ) = L() nun bewiesen ist.

Bitte wenden!



3. Es bezeichne C' C [0, 1] die allgemeine Cantormenge aus Aufgabe 4, Serie 5. Berechne die
Hausdorff-Dimension der allgemeinen Cantormenge in Abhédngigkeit der .

Losung: Falls C' nicht die klassische %—Cantormenge ist, hat C' positives Lebesgue Mass.
(Siehe Serie 5, Aufgabe 4). Nach Satz 3.15 (3) im Skript gibt es eine Konstante ¢ > 0 so dass
H' = cv wobei v das dussere Lebesgue-Mass bezeichnet. Es gilt somit H'(C) = cv(C) >
0 und deshalb ist die Hausdorff-Dimension von C' gleich eins, falls C' nicht die klassische
Cantormenge ist. Es sei nun C die klassische Cantormenge, also

“+oo
C=()Cr mitCr= []J I,
k=1

wobei die I, die abgeschlossenen Intervalle der jeweiligen Iterations-Stufe bezeichnen. Be-
achte diam(I,) = 37* falls a € {0, 2}*. Es gilt somit fiir alle § > 37*:

2 k
S < H S — _
Hi < E diam(1,) <35> .
ac{0,2}~

Falls s > logs(2), dann folgt dadurch H*(C) = 0.Im Folgenden zeigen wir, dass H'°2:(2) (C) >
0. Dies impliziert dann, dass die Hausdorff-Dimension von C gleich logs(2) ist. Es sei ¢ > 0,
§ := 3% und

+00 +oo
C= U Ej, mitdiam(Ex) < und Zdiam(Ek)1°g3(2) < ’H?g?’@) C) +e.
k=1 k=1

Weil diam(E}) < 37%0 existiert fiir jedes E, ein eindeutiges I,,, wobei a € {0, 2}, so dass
E). C I,,. Es bezeichne fiir jedes a € {0, 2} die Menge 7, die Menge aller Indizes k > 1 so
dass Ey C I,. Es sei diam(Ey) = |ay — by| fiir alle k£ > 1. Es gilt

I, = U lak, bk]

k€Ja
fiir alle a € {0, 2}* und somit
diam(I,) < Z diam(Ey).
k€Ta

Wir wissen aus der Analysis, dass (a + b)® < a® + b° fiir alle a,b > 0 und € € [0, 1], deshalb
folgt fiir s, := logs(2) < 1, dass

“+oo
1= Z diam(I,)* < Z Z diam(Ey)* = Zdiam(Ek)s* <HF(C)+¢
k=1

ac{0,2}ko ac{0,2}*0 k€Ja

und somit
1 =123 ), alsoH=®(C) = 1.

3%o
Die Hausdorff-Dimension der klassischen Cantor-Menge C ist deswegen gleich log;(2).

4.* Berechne die Hausdorff-Dimension der Koch-Kurve, des Sierpiriski-Dreiecks und des Sierpinski-
Teppichs.



