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1. Es sei p ein Radonmass auf einem kompakten Hausdorffraum X mit p(X) = 1. Zeige: Es
existiert eine kompakte Teilmenge K, C X so dass

1. u(K,) = 1und
2. fiir alle kompakten echten Teilmengen L C K, gilt (L) < p(Ky,).
Die Menge K, heisst Tréiger von .
Losung: Wir definieren
K, = {z € X : fiir alle offenen Mengen U C X mitz € U gilt u(U) > 0}.

Die Menge K, ist abgeschlossen, weil falls = ¢ K, gibt es eine offene Menge U, C X mit
z € Uy so dass p(U;) = 0 und deshalb folgt fiir alle y € U, dass y € K.

Im Folgenden zeigen wir, dass p(L) = p(K N L) fir alle kompakten Teilmengen L C X. Es
genligt zu zeigen, dass p(L N Kj}) = 0. Beachte, dass (Uy)zernkg eine offene Uberdeckung
von A := LN KJ ist. Es sei e > 0, nach Satz 4.3 (1) gibt es eine kompakte Menge C. C X so
dass C. C Aund u(A\ C:) < e. Weil C. kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
(ka)lngN mit C. C Ui\;l ka. Somit

N
M(CE) < Zﬂ(ka) =0,
k=1

also
n(A) = p(Ce) + p(A\ C;) <e.

Wir haben also gezeigt, (L N Kj}) = 0 wie behauptet.

Somit 1 = pu(X) = pu(K,NX) = p(K,). Falls L C K, ein echte kompakte Teilmenge
ist, gibt es einen Punkt € K, so dass ¢ L, und da X als kompakter Hausdorff-Raum
ein normaler topologischer Raum ist, gibt es eine offene Menge U C X so dass x € U und
LNU =@.Weil z € K, gilt 1(U) > 0. Wir berechnen

p(L) = p(K,NL) < (KN L)+ pU) = p(K,N L)+ p(K,NU) < p(Ky),

wie gefordert.

Bitte wenden!



2. Beweise den Satz von Egoroff:

Es sei (X, A, u) ein endlicher Massraum und (fy,),>1 eine Folge reellwertiger messbarer
Funktionen auf X, welche punktweise gegen f: X — R konvergiert. Dann existiert fiir alle
e > 0 eine messbare Menge £ C X mit u(X \ E) < &, so dass die Folge (f,)n,>1 auf E
gleichmissig gegen f konvergiert.

Losung: Wir unterteilen den Beweis in zwei Teile. Zuerst beweisen wir eine Hilfsaussage und
danach verwenden wir die Hilfsaussage um den Satz von Egoroff zu beweisen.

1. (Hilfsaussage) Es sei E C X eine messbare Teilmenge und ¢ > 0. Fiir jedes § €
(0, u(E)) existiert eine Menge A := A(E,e,0) und eine ganze Zahl N := N(A) so
dass A C Emit pu(E\ A) < 0 und

sup|fn(z) — f(x)| <e furallen > N.
€A

Im Folgenden beweisen wir diese Hilfsaussage. Wir definieren
E,:={z € E:|fy(z) — f(z)| <cfirallek > n}.
Es gilt

+o0o .
E=|JE, wd E=[]A4,
n=1

n>1

wobei Ay, = E \ (F1 U -+ U Ek_1). Somit

+o0
,U/(E) = Z M(An)y
n=1

es gibt also ein N > 1 so dass

—+00

> ulAp) <6

k=N+1
N
Wir definieren A := | A, weil Ay C Ej gilt fiir alle n > N, dass
k=1

sup|fn(z) — f(z)| <e.
€A

Die Menge A hat also die geforderten Eigenschaften.
2. (Beweis Satz von Egoroff) Sei € > 0. Wir definieren die Folge F,, fiir n > 1 wie folgt:

g 3
Bl =X, Epi=A (En = 27) .

Wir setzen

E = ﬂEn

n>1

Siehe nichstes Blatt!



Wir berechnen
“+o0

WX\ E) < ZME\EW) Z;ZE'

n=1

Auf dieser Menge konvergiert die Folge (fn)n>1 gleichmissig gegen f: Falls ¢’ > 0 ist,
existiert eine ganze Zahl ng > 1, so dass 2%0 <& undda E C E,, gilt,

sup| fu(z) — f(2)| < 2570 <& firalle n > N(Ey).
zeFE

3. Es sei p ein Radonmass auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X und f eine reellwer-
tige messbare Funktion auf X. Es sei A C X eine messbare Teilmenge so dass j1(A) < +oo
und f(x) = 0 fur alle z € X \ A. Zeige: Dann existiert eine Folge (g, )n>1 mit g, € Cc(X)
und g, — f punktweise mit n — +oc fast iiberall.

Losung: Fiir jedes n > 1 sei g, € C.(X) eine Funktion so dass

p({ae X f@) # gul@)}) < o

271;
solch eine Funktion existiert aufgrund des Satzes von Lusin. Wir definieren E,, := {a: e X:

f(z) # gn(z)} und

“+o00 +00

-A U5

n=1k=n
Beachte, dass wenn g, (z) nicht gegen f(x) konvergiert mit n — 400, dann gilt x € E.
Nach Konstruktion hat E' Mass Null und deshalb konvergiert die Folge (gy)n>1 punktweise
mit n — o0 fast iiberall nach f.

4. Konstruiere eine Funktion f: X — R, welche die Voraussetzungen des Satzes von Lusin (Satz
4.6 im Skript) erfiillt, so dass keine Funktion g € C.(X) existiert, die

p({reX: flz)#g(@)}) =0

erfiillt (anstelle von ”< € fiir ein vorgegebenes € > 0).

Losung: Es sei X := [0, 1] und p das Lebesgue-Mass auf X. Wir definieren f: X — R
mittels f(z) = 1falls 1/2 < 2 < 1und f(z) = 0 sonst. Es sei g € C.(X) eine Funktion mit
kompaktem Triger. Es gilt
p{zeX:flz)y=g)}) <p({{zeX:gx)=0})+pu{z:g(x)=1}).
Weiter gilt,
p({z € X 1 g(x) € (0,1)}) = (97 ((0,1))) >0,

da die Menge g~ ! ((0, 1)) C X offen und aufgrund des Zwischenwertsatzes nicht-leer ist.
Deshalb gilt

p({e e X f(2) # g@)}) = pl{z € X 2 g(x) € (0,1)}) > 0,

was zu zeigen war.



