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1. Zeige: Es sei (X, A, ) ein endlicher Massraum. Dann gilt L*(u) C L"(p) furalle 1 < r <
s < +o0.

Losung: Definiere p = f, beachte, dass p € (1, +oc]. Es sei g der zu p konjugierte Exponent.
Mittels der Holderschen Ungleichung erhalten wir

/ I dp = / L < £l = I Fa(X),
X X

und deshalb || f||,, < +o0.

2. Es sei (X, A, p) ein Massraum und 1 < p; < pg < +o0. Zeige: Aus f € LP1 () N LP2(p)
folgt f € LP(u) fur alle p € [p1, pa].

Losung: Es sei « € [0, 1] und wir definieren

rla) = p1p2
(1—a)p1+apy’

Falls py = +oo giltist 7(a) = EL. Mittels der Holderschen Ungleichung erhalten wir

1 llray < IF 1y £ 115,

Beachte, 7(0) = p2 und r(1) = p;, somit folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass fiir jedes
p € [p1, p2] ein a, existiert, so dass r(«a,,) = p. Wir haben also gezeigt,

1—
1£1lp = 1Fllrapy < Nflox 7N fllps < +o0,

wie gewiinscht.

Bitte wenden!



3. Essei (X, A, 1) ein Massraum.

a) Ein f € () L™(p) mit
n>1
sup {[|flln s n > 1} < +oo
liegt in L (u).
b) Falls u(X) < +o0, so gilt fiir ein f wie in a), dass || f|lcc = lLm || f]|n-
n—-+00
¢) Finde eine Gegenbeispiel zu der Aussage in Teil a), wenn die Voraussetzung
sup {[|f[ln : n > 1} < 400
weggelassen wird.
Losung:
a) Essei A > sup {| f|ln : n > 1} definiere Ay := {z € X : |f(z)| > A}. Beachte
1122 [ 17> (A,
also ebenfalls
sup {|[flln 1 n > 1} = Au(N),
und somit da A > sup {||f|l» : n > 1} folgt u(A,) = 0 und deshalb f € L>(y).
b) Es gilt
1 < o)
X
also
lim sup | flln < [|floo-
n—+oo
Es sei € > 0 und definiere A; := {z € X : |f(x)| > || f||cc — €} Beachte
1122 [ 172 (1flloe = )" A0),
also ebenfalls
timinf [|flln > 1o
Somit folgt die gewiinschte Gleichheit.
¢) Es sei X = [0,1] das Einheitsintervall und 1 = X das Lebesgue Mass. Die Funktion

f(x) :=log(z), liegt in L™(\) fiir alle n > 1, aber f ¢ L°°(\). Dies folgt, weil

+o0 1
0 0

wobei wir die Variablentransformation ¢ = —log(u) vorgenommen haben.

Siehe nichstes Blatt!



4. (/7 Riaume) Es sei 7 := LP(N,P(N), un), wobei 1 < p < 400 und py das Zdhlmass
bezeichnet.

a) Zeige (P C Vifirl < p <q < +o0.
b) Zeige fiir z € (P, 1 < p < +oo die Konvergenz ||z, — ||#]|cc mit n — +o0.

¢)* Es bezeichne ¢y, das Kronecker-Delta. Zeige: Die Elemente e,, := (dky)r>1 Spannen
einen dichten Unterraum von #P falls 1 < p < +4o0. Diskutiere auch den Fall p = +oc.

Losung:

a) Esseix := (z;);>1 und z € P. Weil ||z[|, < +oo, folgt sofort C' := sup;>1 |z;| < +o0.
Also insbesondere ||z||oc < +o00. Wir haben also gezeigt, dass ¢ C ¢°°. Es sei nun
q < +o0. Definiere ¢ = ¢ — p. Beachte ¢ = p + € und € < +00. Wir berechnen

“+oo +00 “+o0o
lallg =D Jail? = Jail*lasl? < C° ) Jail? = C°|lal.
i=1 i=1 =1

b) Wir wissen aus Teilaufgabe a) bereits
< T
|#]c < limin ]

Andererseits gilt fiir ¢ < n mittels Holder

el < IFIS A1

und somit 1 .
[2lln <[ flloo ™[I fllg -

Also
limsup ||z|ln < || f]lco-
n—+00

Fasst man alles zusammen folgt die Aussage.

¢)



