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2.3. Unitäre Darstellungen 11
2.4. Das Lemma von Schur 11

Kapitel 3. Darstellungstheorie von endlichen Gruppen 13
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3.4. Orthogonalitätsrelationen der Charakteren 15
3.5. Zerlegung der regulären Darstellung 16
3.6. Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe 17
3.7. Die kanonische Zerlegung einer Darstellung 18
3.8. Beispiel: die Diedergruppe Dn, n ≥ 3 20
3.9. Kompakte Gruppen 21

Kapitel 4. Eigenwertprobleme mit Symmetrie 23
4.1. Eigenwerte und Eigenvektoren 23
4.2. Kleine Schwingungen von Molekülen 25
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KAPITEL 1

Gruppen

Es werden hier kurz die Definitionen und Grundbegriffe der Gruppentheorie
aufgeführt. Eine spezielle Rolle spielen für uns kontinuierliche oder Lie-Gruppen,
wobei wir uns auf Matrix-Lie-Gruppen beschränken. Literatur: [4], [9].

1.1. Grundbegriffe, Beispiele

Eine Gruppe G ist eine Menge mit einem Produkt (Multiplikation) G×G→ G,
(g, h) 7→ gh, sodass (i) (gh)k = g(hk) für alle g, h, k ∈ G, (ii) es existiert ein
neutrales Element (Einselement) 1 ∈ G mit 1g = g1 = g für alle g ∈ G, (iii) zu
jedem g ∈ G existiert ein Inverses g−1 ∈ G, sodass gg−1 = g−1g = 1.

Das neutrale Element ist eindeutig, denn aus 1′1 = 1 und 1′1 = 1′ folgt 1 = 1′.
Das Inverse eines Elements ist ebenfalls eindeutig. Sind nämlich g′, g′′ zwei Inverse
von g so gilt g′ = g′1 = g′(gg′′) = (g′g)g′′ = 1g′′ = g′′. Das Inverse von 1 ist 1.

Die Ordung einer Gruppe G ist die Anzahl Elemente |G| von G. Sie darf un-
endlich sein.

Eine Gruppe heisst Abelsch, falls gh = hg für alle g, h ∈ G. In diesem Falle wird
G oft additiv geschrieben: statt gh wird g+h, statt 1 wird 0 und statt g−1 wird −g
verwendet. Man schreibt auch g − h statt g + (−h). Wohlbekannte Beispiele sind
die Gruppen Z,R,C.

Eine Untergruppe H einer Gruppe G ist eine nichtleere Teilmenge von G, so
dass h1, h2 ∈ H ⇒ h1h2 ∈ H und h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H. Eine Untergruppe einer
Gruppe ist selbst eine Gruppe.

Das direkte Produkt G1×G2 zweier Gruppen G1, G2 ist das kartesische Produkt
mit Multiplikation (g1, g2)(h1, h2) = (g1h1, g2h2). Es ist eine Gruppe mit neutralem
Element (1, 1) und Inversem (g1, g2)−1 = (g−1

1 , g−1
2 ).

Beispiel 1.1.1. Zyklische Gruppe der Ordnung n. Zn = Z/nZ (mit +) ist eine
Abelsche Gruppe mit n Elementen.

Beispiel 1.1.2. Symmetrische Gruppe. Eine Permutation von n Elemente ist
eine bijektive Abbildung π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Die Permutationen von n
Elementen bilden eine Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Produkt: (π1π2)(i) = (π1 ◦ π2)(i) = π1(π2(i)). Das neutrale Element ist die Iden-
tität, und das Inverse von π ist die inverse Abbildung π−1. Diese Gruppe heisst
symmetrische Gruppe Sn. Sie hat Ordnung n!.

Beispiel 1.1.3. Diedergruppen Dn. Dn, n ≥ 3 besteht aus den orthogonalen
Transformationen der Ebene, die ein reguläres im Ursprung zentriertes n-Eck inva-
riant lassen. Sind die Ecken v0, . . . vn−1 ∈ R2, im Gegenuhrzeigesinn numeriert, so
ist die Drehung R mit Winkel 2π/n in Dn und durch Rvi = vi+1 (vn ≡ v0) gegeben.
Die Spiegelung S um die durch v0 und 0 gehende Achse ist auch in Dn und erfüllt
Svi = vn−i.

Lemma 1.1.1. Die Elemente von Dn sind

1, R,R2, . . . , Rn−1, S,RS,R2S, . . . , Rn−1S.

Insbesondere hat Dn Ordnung 2n.
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2 1. GRUPPEN

Beweis. Diese Elemente sind Produkte von R und S, also in Dn. Es ist klar,
dass sie alle verschieden sind, da sie v0, v1 nach verschiedene Paare von Punkten
abbilden. Ist X ∈ Dn so bildet X Ecken nach Ecken ab. Sei vj = Xv0. Dann ist
entweder Xv1 = vj+1 oder vj−1. Im ersten Fall ist Xva = Rjva für a = 0, 1. Da v0

und v1 eine Basis von R2 bilden, folgt X = Rj . Im zweiten Fall folgt in derselben
Weise, dass X = RjS. �

Beispiel 1.1.4. Allgemeine lineare Gruppen GL(n,R), GL(n,C).

GL(n,R) = {invertierbare reelle n× n Matrizen}
GL(n,C) = {invertierbare komplexe n× n Matrizen}

Das Produkt ist die Matrizenmultiplikation, und das neutrale Element ist die Ein-
heitsmatrix. Abstrakter, für jeden Vektorraum V (über R oder C) definiert man
die Gruppe

GL(V ) = {invertierbare lineare Abbildungen V → V },

wobei das Produkt die Zusammensetzung von Abbildungen ist. Falls dimV < ∞,
wird V durch Wahl einer Basis mit Rn oder Cn identifiziert und GL(V ) ist dann
GL(n,R) bzw. GL(n,C).

Beispiel 1.1.5. Orthogonale Gruppe O(n). Eine n× n Matrix A heisst ortho-
gonal, falls ATA = 1. Jede orthogonale Matrix ist invertierbar, denn

1 = detATA = detAT detA = (detA)2,

also detA 6= 0. Es folgt, dass A−1 = AT . Sind A,B orthogonal, so ist (AB)TAB =
BTATAB = 1 und AB ist orthogonal. Ist A orthogonal, so ist (AT )TAT = AAT = 1
und A−1 = AT ist orthogonal. Die orthogonalen n × n Matrizen bilden also eine
Untergruppe O(n) von GL(n,R)

O(n) = {A ∈ GL(n,R) |ATA = 1}.

Besonders wichtig für die Physik ist die Gruppe O(3) der orthogonalen Transfor-
mationen des physikalischen Raumes R3.

Beispiel 1.1.6. O(n) ist die Gruppe der linearen Abbildungen Rn → Rn, die
das Skalarprodukt

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi

invariant lassen: O(n) = {A | (Ax,Ay) = (x, y) für alle x, y ∈ Rn}. Allgemeiner
betrachten wir die symmetrische Bilinearform auf Rp+q

(x, y)p,q =

p∑
i=1

xiyi −
p+q∑
i=p+1

xiyi

und definieren

O(p, q) = {A ∈ GL(p+ q,R) | (Ax,Ay)p,q = (x, y)p,q}.

Insbesondere ist O(n, 0) = O(n) = O(0, n). Die Gruppe O(1, 3) ist die Lorentz-
gruppe. Sie erhält die “Minkowski Metrik”

(x, y)1,3 = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3

auf der Raumzeit R4.
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Beispiel 1.1.7. Unitäre Gruppe U(n)

U(n) = {A ∈ GL(n,C) |A∗A = 1}
= {A ∈ GL(n,C) | (Az,Aw) = (z, w), ∀z, w ∈ Cn},

wobei (z, w) =
∑
z̄iwi das Skalarprodukt auf Cn ist.

Beispiel 1.1.8. Symplektische Gruppe Sp(2n). Betrachte die antisymmetrische
Bilinearform auf R2n

ω(X,Y ) =

n∑
i=1

(X2i−1Y2i −X2iY2i−1),

wobei Xi die i-te Komponente von X ∈ R2n bezeichnet. Die symplektische Gruppe
ist dann

Sp(2n) = {A ∈ GL(n,R) |ω(Ax,Ax′) = ω(x, x′)}.
In der klassischen Mechanik tritt diese Gruppe als Gruppe der linearen kanonischen
Transformationen des Phasenraums R2n mit Ortskoordinaten qi = X2i−1, pi = X2i

auf.

Bemerkung 1.1.1. In den Beispielen 1.1.4–1.1.8 sind die Gruppen Untergrup-
pen von GL(n,C) oder GL(n,R), welche eine R-Bilinearform B invariant lassen.
Die Untergruppeneigenschaft ist dann automatisch erfüllt, denn: Lassen A1, A2, A
die Bilinearform B invariant, so ist für beliebige x, y

B(A1A2x,A1A2y) = B(A2x,A2y) = B(x, y),

B(A−1x,A−1y) = B(A(A−1x), A(A−1y)) = B(x, y).

Beispiel 1.1.9. Untergruppen der speziellen linearen Gruppen. Sei G eine Un-
tergruppe von GL(n,R) oder GL(n,C). Wir definieren

SG = {A ∈ G | detA = 1}.

SG ist nicht leer denn 1 ∈ SG und sind A,B ∈ SG, so gilt det(AB) = detAdetB =
1 und det(A−1) = (detA)−1 = 1. Also ist SG eine Gruppe. Beispiele (K = R oder
C)

SL(n,K) = (SGL(n,K)) = {A ∈ GL(n,K) | detA = 1}
SO(n) = {A ∈ SL(n,R) |ATA = 1}
SU (n) = {A ∈ SL(n,C) |A∗A = 1}.

Diese Gruppen heissen spezielle lineare -, spezielle orthogonale - bzw. spezielle
unitäre Gruppe. Die Elemente der symplektischen Gruppen haben Determinante 1
(Übung).

Wir führen jetzt noch einige wichtige Begriffe ein.
Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M , wenn eine Abbildung G×M →M ,

(g, x) 7→ gx gegeben ist, die der Eigenschaft g1(g2x) = (g1g2)x genügt für alle
g1, g2 ∈ G, x ∈M .

Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Gruppenmultiplikation; GL(n,R)
operiert auf Rn durch Anwendung von Matrizen auf Vektoren; O(n) operiert auf
Sn−1 = {x ∈ Rn | |x| = 1} denn für A ∈ O(n) ist |Ax| = |x|.

Ein Homomorphismus ϕ : G→ H von einer Gruppe G nach einer Gruppe H ist
eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h). Ist zusätzlich ϕ bijek-
tiv, so heisst ϕ Isomorphismus. Sind ϕ : G→ H, ψ : H → K Homomorphismen, so
ist ψ◦ϕ : G→ K ein Homomorphismus. Die inverse Abbildung eines Isomorphismus
ϕ ist ebenfalls ein Isomorphismus, denn ϕ−1(gh) = ϕ−1(ϕ(ϕ−1(g))ϕ(ϕ−1(h))) =
ϕ−1ϕ(ϕ−1(g)ϕ−1(h)) = ϕ−1(g)ϕ−1(h). Isomorphismen G → G bilden also eine
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Gruppe Aut (G), die Gruppe der Automorphismen von G. Der Kern von ϕ ist die
Menge

Kerϕ = {g ∈ G |ϕ(g) = 1} ⊂ G.
Das Bild von ϕ ist die Menge

Imϕ = {ϕ(g) | g ∈ G} ⊂ H.

Satz 1.1.2. Sei ϕ : G→ H ein Homomorphismus.

(i) ϕ(1) = 1, ϕ(g)−1 = ϕ(g−1),
(ii) Kerϕ ist eine Untergruppe von G, Imϕ ist eine Untergruppe von H,

(iii) ϕ ist genau dann injektiv wenn Kerϕ = {1}.

Beweis. (i)ϕ(1) = ϕ(1 · 1) = ϕ(1)ϕ(1). Die erste Behauptung folgt nach Mul-
tiplikation mit ϕ(1)−1. Aus 1 = ϕ(1) = ϕ(gg−1) = ϕ(g)ϕ(g−1) folgt ϕ(g)−1 =
ϕ(g−1).

(ii)Kerϕ, Imϕ 6= 0, denn 1 ∈ Kerϕ, 1 ∈ Imϕ. g1, g2 ∈ Kerϕ ⇒ ϕ(g1g2) =
ϕ(g1)ϕ(g2) = 1⇒ g1g2 ∈ Kerϕ. g ∈ Kerϕ⇒ ϕ(g−1) = ϕ(g)−1 = 1⇒ g−1 ∈ Kerϕ.
h1, h2 ∈ Imϕ ⇒ ∃g1, g2 sodass h1 = ϕ(g1), h2 = ϕ(g2) ⇒ h1h2 = ϕ(g1)ϕ(g2) =
ϕ(g1g2) ∈ Imϕ. h = ϕ(g) ∈ Imϕ⇒ h−1 = ϕ(g−1) ∈ Imϕ.

(iii)ϕ injektiv, g 6= 1 ⇒ ϕ(g) 6= ϕ(1) = 1 ⇒ Kerϕ = {1}. Kerϕ = {1},
g1 6= g2 ∈ G ⇒ ϕ(g1)ϕ(g2)−1 = ϕ(g1g

−1
2 ) 6= 1 denn g1g

−1
2 6= 1. Also ϕ(g1) 6= ϕ(g2)

und ϕ ist injektiv. �

Korollar 1.1.3. Ein Homomorphismus ϕ : G → H ist genau dann ein Iso-
morphismus wenn Kerϕ = {1} und Imϕ = H.

Definition 1.1.1. Zwei Gruppen G,H heissen isomorph (G ' H) falls ein
Isomorphismus G→ H existiert.

Definition 1.1.2. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Menge G/H
der (Links-)Nebenklassen von H in G ist die Menge der Äquivalenzklassen bezüglich
der Äquivalenzrelation

g1 ∼ g2 ⇐⇒ ∃h ∈ H mit g2 = g1h.

(Verifiziere, dass ∼ eine Äquivalenzrelation ist!)

Definition 1.1.3. Ein Normalteiler von G ist eine Untergruppe H mit der
Eigenschaft, dass ghg−1 ∈ H für alle g ∈ G, h ∈ H.

Für allgemeine Untergruppen H hat G/H keine natürliche Gruppenstruktur.

Satz 1.1.4. Sei H ein Normalteiler von G und es bezeichne [g] die Klasse von
g in G/H. Dann ist für alle g1, g2 das Produkt

[g1][g2] = [g1g2]

wohldefiniert, und G/H mit diesem Produkt ist eine Gruppe, welche Faktorgruppe
von G mod H heisst.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass das Produkt [g1][g2] unabhängig von der
Wahl der Repräsentanten g1, g2 ist. Sind g1h1, g2h2 andere Repräsentanten, so ist

g1h1g2h2 = g1g2(g−1
2 h1g2︸ ︷︷ ︸
∈H

h2) ∈ [g1g2].

Assoziativität folgt aus der Assoziativität in G, das neutrale Element ist [e] und
[g]−1 = [g−1]. �

Beispiel 1.1.10. Zn = Z/nZ (Jede Untergruppe einer Abelschen Gruppe ist
ein Normalteiler).
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Beispiel 1.1.11. Es bezeichne 1 die Einheitsmatrix. Die Teilmenge {1,−1} ⊂
SL(2,C) ist eine Untergruppe. Für alle A ∈ SL(2,C) gilt A(±1)A−1 = ±1, also ist
{1,−1} ein Normalteiler. Die Gruppe SL(2,C)/{1,−1} ist isomorph zur Gruppe
der Möbiustransformationen der Riemannschen Sphäre. Der Isomorphismus bildet
die Äquivalenzklasse ±

(
a b
c d

)
nach der Möbiustransformation

z 7→ az + b

cz + d

ab. Siehe auch Abschnitt 5.11.

Für jeden Homomorphismus ϕ : G→ H ist Kerϕ ein Normalteiler von G, denn
aus ϕ(h) = 1 folgt ϕ(ghg−1) = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g−1) = ϕ(g)ϕ(g)−1 = 1. Es gilt der
Isomorphiesatz

Satz 1.1.5. Sei ϕ : G→ H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt

G/Kerϕ ' Imϕ.

Der Isomorphismus ist [g] 7→ ϕ(g) für beliebige Wahl der Repräsentanten g.

Beweis. Übung. �

Der Begriff des semidirekten Produkts von Gruppen soll zunächst durch zwei
Beispiele motiviert werden.

Beispiel 1.1.12. Bewegungsgruppe von R3. Das ist die Gruppe der affinen
Transformationen von R3 der Form

x 7→ Ax+ b, A ∈ O(3), b ∈ R3.

Als Menge ist diese Gruppe O(3) × R3. Das Produkt ist durch Zusammensetzung
von Abbildungen gegeben:

(A1, b1)(A2, b2) = (A1A2, A1b2 + b1),

(A, b)−1 = (A−1,−A−1b),

e = (1, 0).

Diese Gruppe hat O(3) ' O(3) × {0} als Untergruppe und R3 ' {1} × R3 als
Normalteiler. Sie heisst inhomogene orthogonale Gruppe IO(3).

Beispiel 1.1.13. Poincaré Gruppe: Die Poincaré Gruppe IO(1, 3) ist die Grup-
pe der affinen Transformationen von R4 der Form

x 7→ Ax+ b, A ∈ O(1, 3), b ∈ R4.

Wie oben, ist diese Gruppe O(1, 3) × R4 mit Multiplikation (A1, b1)(A2, b2) =
(A1A2, A1b2 + b1). Sie tritt in der speziellen Relativitätstheorie als Gruppe von
Transformationen auf, welche die Form der Wellengleichung erhalten: Eine Funkti-
on u erfüllt genau dann die Wellengleichung ux0x0

−ux1x1
−ux2x2

−ux3x3
= 0 wenn

U(x) = u(Ax+ b) die Wellengleichung erfüllt.

Die allgemeine Formulierung dieses Begriffes ist folgende: Sei Aut (H) die Grup-
pe der Isomorphismen H → H (“Automorphismen von H”), wobei die Multiplika-
tion als Zusammensetzung von Isomorphismen definiert ist.

Satz 1.1.6. Seien G und H Gruppen und ρ : G → Aut(H), g 7→ ρg, ein
Homomorphismus. Dann ist G×H mit Multiplikation

(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1ρg1(h2))

eine Gruppe, das semidirekte Produkt Goρ H.

In den obigen Beispielen ist H eine Abelsche, additiv geschriebene Gruppe.
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Beweis. Es gilt ρg1ρg2 = ρg1g2 , denn ρ ein Homomorphismus ist, und ρg(h1h2) =
ρg(h1) ρg(h2), denn ρg ein Isomorphismus ist, wobei g, g1, g2 ∈ G und h1, h2 ∈ H.
Die Assoziativität der Multiplikation in Goρ H folgt aus

((g1, h1)(g2, h2))(g3, h3) = (g1g2, h1ρg1(h2))(g3, h3) = (g1g2g3, h1ρg1(h2)ρg1g2(h3))

= (g1g2g3, h1ρg1(h2ρg2(h3))) = (g1, h1)(g2g3, h2ρg2(h3))

= (g1, h1)((g2, h2)(g3, h3)),

das neutrale Element ist (1, 1), denn

(g, h)(1, 1) = (g, hρg(1)) = (g, h),

und das Inverse von (g, h) ist (g−1, ρg−1(h−1)), da

(g, h)(g−1, ρg−1(h−1)) = (1, hρg(ρg−1(h−1))) = (1, 1).

�

1.2. Lie-Gruppen

Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe, die gleichzeitig eine C∞-Mannigfaltigkeit
ist, so dass Multiplikation und Inversion C∞-Abbildungen sind. Beispiele von Lie-
Gruppen sind GL(n,R), GL(n,C), O(p, q), U(p, q), SO(p, q), SU (p, q), SL(n,R),
SL(n,C) und Sp(2n). Da wir mit diesen Beispielen arbeiten werden, soll hier die
allgemeine Definition nicht weiter erklärt werden; was wir brauchen ist der Begriff
der Stetigkeit für Untergruppen von GL(n). Wir fassen G ⊂ GL(n,R),GL(n,C)

als Teilmenge von Cn2

auf, indem wir die Matrixelemente einer Matrix A ∈ G als

Punkt (A11, A12, . . . , Ann) in Rn2

bzw. Cn2

schreiben. Diese Identifikation definiert
die Struktur eines metrischen Raum auf G. Der Abstand d(A,B) zwischen zwei
Matrizen aus G ist

d(A,B)2 =

n∑
i,j=1

|Aij −Bij |2 = tr (A−B)∗(A−B).

Satz 1.2.1. Sei G eine Untergruppe von GL(n,K), K = R oder C. Dann sind
die Multiplikation G×G→ G, (A,B) 7→ AB und die Inversion G→ G, A 7→ A−1

stetige Abbildungen.

Beweis. Die Matrixelemente von AB sind Polynome in den Matrixelementen
von A und B und somit stetig. Die Matrixelemente von A−1 sind nach der Cramer-
schen Regel rationale Funktionen in den Matrixelementen von A. Der Nenner ist
das Polynom detA, dass in GL(n,K) nie verschwindet. Also ist A 7→ A−1 stetig. �

Wichtig in der Theorie der Lie-Gruppen ist der Begriff des Zusammenhangs.
Sei G ⊂ GL(n,K), K = R oder C. Ein Weg in G ist eine stetige Abbildung w :
[0, 1]→ G. Zwei Matrizen A1, A2 in G heissen verbindbar (A1 ∼ A2), falls ein Weg
w in G existiert, mit w(0) = A1 und w(1) = A2. Alle A ∈ G sind mit sich selbst
verbindbar (mit Weg w(t) = A, t ∈ [0, 1]). Weiter folgt aus A1 ∼ A2 mit Weg
w, dass A2 ∼ A1 mit Weg w̄(t) = w(1 − t). Ist A1 mit A2 durch einen Weg w1

verbindbar und ist A2 mit A3 durch einen Weg w2 verbindbar, so verbindet der
zusammengesetzte Weg

(w1 ◦ w2)(t) =

{
w1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2
w2(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

A1 mit A3. Also ist ∼ eine Äquivalenzrelation.
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Definition 1.2.1. Die (Weg-)Zusammenhangskomponenten vonG ⊂ GL(n,K),
K = R oder C, sind die Äquivalenzklassen bezüglich ∼. Besteht G aus einer einzigen
Zusammenhangskomponente, so heisst G (weg-)zusammenhängend.

Satz 1.2.2. Sei G ⊂ GL(n,K) eine Untergruppe, und G0 die Zusammenhangs-
komponente, die 1 enthält. Dann ist G0 ein Normalteiler von G und G/G0 =
{Zusammenhangskomponenten von G}.

Beweis. Übung. �

Als Beispiel, untersuchen wir die Zusammenhangseigenschaften von unitären
und orthogonalen Gruppen.

Satz 1.2.3.

(i) SO(n),SU (n), U(n) sind zusammenhängend.
(ii) O(n) besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten: {A ∈ O(n) | detA =

1} und {A ∈ O(n) | detA = −1}.

Beweis. Unitärer Fall: Der Normalformensatz für unitäre Matrizen der linea-
ren Algebra besagt, dass zu jeder Matrix A ∈ U(n) eine Matrix U ∈ U(n) exi-
stiert, mit A = UDU−1, wobei D = diag (eiϕ1 , . . . , eiϕn), ϕj ∈ R. Die Abbildung
[0, 1] → U(n), w : t 7→ Udiag (eitϕ1 , . . . , eitϕn)U−1 ist stetig, da die Multiplika-
tionen mit U und U−1 nach Satz 1.2.1 stetige Abbildungen sind und t 7→ eitϕ

stetig ist. Der Weg w verbindet 1 mit der beliebigen Matrix A ∈ U(n). Hat A
Determinante 1, so ist detD = 1 und

∑
i ϕi ∈ 2πZ, o.E.d.A.

∑
i ϕi = 0. Daraus

folgt, dass det(w(t)) = 1, und w ist ein Weg in SU (n). Also sind U(n) und SU (n)
zusammenhängend.

Orthogonaler Fall: Die Normalform für orthogonale Matrizen A ∈ O(n) ist
A = ODO−1, O ∈ O(n) und D hat Blockdiagonalform mit Blöcken

R(ϕ1), . . . , R(ϕj),−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1,

wobei R(ϕ) =
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. Für A ∈ SO(n) ist die Anzahl (−1)-Blöcke gerade,

und da R(π) =
(−1

0
0
−1

)
, dürfen wir annehmen, dass keine (−1) vorkommen. Sei

D(t) die blockdiagonale Matrix mit Blöcken R(tϕ1), . . . , R(tϕj), 1, . . . , 1. Der Weg
w(t) = OD(t)O−1 verbindet 1 mit A. Also ist SO(n) zusammenhängend.

Sei jetzt A ∈ O(n) und P die Spiegelung diag (1, . . . , 1,−1) ∈ O(n). Ist detA =
1, so ist A mit 1 verbindbar. Ist detA = −1, so ist det(PA) = detP detA = 1,
also existiert ein Weg w der 1 mit PA verbindet. Der Weg Pw verbindet P mit A.
Also fallen die Matrizen mit gleicher Determinante in die gleiche Zusammenhangs-
komponente. Es bleibt zu zeigen, dass 1 mit P nicht verbindbar ist: sei w ein Weg
mit w(0) = 1 und w(1) = P . Die Funktion δ : t 7→ det(w(t)) ist stetig von [0, 1]
nach R, nimmt die Werte ±1 und δ(0) = 1, δ(1) = −1. Widerspruch. �





KAPITEL 2

Darstellungen von Gruppen

Wenn eine Gruppe auf einem Vektorraum durch linearen Abbildungen operiert,
so spricht man von einer Darstellung. Die Grundlegende Eigenschaften von Dar-
stellungen, und das wichtige Lemma von Schur werden hier diskutiert. Literatur:
[4], [9], für Anwendungen [2], [8].

2.1. Definitionen und Beispiele

Definition 2.1.1. Eine (reelle bzw. komplexe) Darstellung einer Gruppe G auf
einem R-(bzw. C)-Vektorraum V 6= 0 ist ein Homomorphismus ρ : G → GL(V ).
Der Vektorraum V heisst dann Darstellungsraum der Darstellung ρ.

Also ordnet ein Darstellung ρ jedem Element g von G eine invertierbare lineare
Abbildung ρ(g) : V → V zu, so dass für alle g, h ∈ G die “Darstellungseigenschaft”
ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) gilt.

Wir werden im Falle von Lie-Gruppen nur stetige Darstellungen betrachten.
Wir werden auch fast ausschliesslich komplexe endlichdimensionale Darstellungen
anschauen.

Eine Darstellung ρ auf V wird mit (ρ, V ) bezeichnet. Wenn keine Zweideutigkeit
besteht, wird oft von einer Darstellung ρ oder einer Darstellung V gesprochen. Die
Dimension einer Darstellung (ρ, V ) ist die Dimension des Darstellungsraumes V .

Beispiel 2.1.1. Die triviale Darstellung: V = C, ρ(g) = 1 für alle g ∈ G.

Beispiel 2.1.2. G = Sn, V = Cn mit Basis e1, . . . , en, ρ(g)ei = eg(i), g ∈ Sn.

Beispiel 2.1.3. G = O(3), V = C∞(R3), (ρ(g)f)(x) = f(g−1x).

4) G = Zn, V = C, ρ(m) = e
2πi
n m, wobei GL(C) ist mit C− {0} identifiziert.

Lemma 2.1.1. Sei ρ : G → GL(V ) eine Darstellung. Dann ist ρ(1) = 1V , die
Identitätsabbildung V → V und ρ(g)−1 = ρ(g−1).

Beweis. ρ(g) = ρ(g1) = ρ(g)ρ(1), Da ρ(g) invertierbar ist, folgt dass ρ(1) die
Identität ist. Es gilt 1V = ρ(1) = ρ(gg−1) = ρ(g)ρ(g−1), also ρ(g)−1 = ρ(g−1). �

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X so hat man eine Darstellung auf
dem Vektorraum aller komplex- oder reellwertige Funktionen auf X: (ρ(g)f)(x) =
f(g−1x). Ein wichtiger Spezialfall ist die reguläre Darstellung einer endlichen Grup-
pe:

Definition 2.1.2. Die reguläre Darstellung einer endlichen Gruppe G ist die
Darstellung auf dem Raum C(G) aller Funktionen von G nach C,

(ρreg(g)f)(h) = f(g−1h), f ∈ C(G), g, h ∈ G.

Diese Darstellung hat folgende alternative Beschreibung: C(G) hat eine Basis
(δg)g∈G von “delta-Funktionen”: δg(g) = 1, δg(h) = 0 wenn h 6= g. Dann ist ρreg

die Darstellung, so, dass ρreg(g)δh = δgh.

9



10 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN

Definition 2.1.3. Ein Homomorphismus von Darstellungen (ρ1, V1)→ (ρ2, V2)
ist eine lineare Abbildung ϕ : V1 → V2 so, dass ϕρ1(g) = ρ2(g)ϕ, für alle g ∈ G.
Zwei Darstellungen (ρ1, V1), (ρ2, V2) sind äquivalent (oder isomorph) falls ein bi-
jektiver Homomorphismus von Darstellungen ϕ : V1 → V2 existiert. Der Vek-
torraum aller Homomorphismen (ρ1, V1) → (ρ2, V2) wird mit HomG(V1, V2) oder
HomG((ρ1, V1), (ρ2, V2)) bezeichnet.

Definition 2.1.4. Ein invarianter Unterraum einer Darstellung (ρ, V ) ist ein
Unterraum W ⊂ V mit ρ(g)W ⊂ W ∀g ∈ G. Eine Darstellung (ρ, V ) heisst ir-
reduzibel, falls sie keine invarianten Unterräume ausser V und {0} besitzt, sonst
reduzibel. Ist W 6= {0} ein invarianter Unterraum, so ist die Einschränkung ρ|W :
G→ GL(W ), g 7→ ρ(g)|W eine Darstellung: (ρ|W,W ) ist eine Unterdarstellung von
(ρ, V ).

Definition 2.1.5. Eine Darstellung (ρ, V ) heisst vollständig reduzibel, falls in-
variante Unterräume V1, . . . , Vn existieren, so dass V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn und die
Unterdarstellungen (ρ|Vi , Vi) irreduzibel sind.

Eine solche Zerlegung von V heisst Zerlegung in irreduziblen Darstellungen.

Bemerkung 2.1.1. Nicht jede reduzible Darstellung ist vollständig reduzibel.
Zum Beispiel ist die Darstellung von R auf R2, x 7→

(
1
0
x
1

)
reduzibel (mit invari-

antem Unterraum R
(

1
0

)
) nicht aber vollständig reduzibel, denn

(
1
0
x
1

)
ist i.a. nicht

diagonalisierbar.

Lemma 2.1.2. Sei (ρ, V ) eine endlichdimensionale Darstellung so dass zu jedem
invarianten Unterraum W ⊂ V ein invarianter Unterraum W ′ existiert mit V =
W ⊕W ′. Dann ist (ρ, V ) vollständig reduzibel.

Beweis. Durch Induktion nach der Dimension d von V . Für d = 1 ist nichts
zu beweisen. Ist dimV = d + 1, dann ist entweder V irreduzibel oder es existiert
ein invarianter Unterraum W der Dimension 1 ≤ dimW ≤ d. Sei W ′ invariant mit
W ⊕W ′ = V . Dann ist 1 ≤ dimW ′ ≤ d. Wir zeigen dass W und W ′ vollständig
reduzibel sind. Sei U ⊂ W ein invarianter Unterraum positiver dimension. Dann
gibt es nach Annahme eine Zerlegung V = U ⊕ U ′ mit U ′ invariant. Insbesondere
lässt sich jedes w ∈ W eindeutig zerlegen als w = u + u′ mit u ∈ U , u′ ∈ U ′. Da
u′ = w − u und w, u ∈ W gilt u′ ∈ U ′ ∩ W , und wir erhalten die Zerlegung in
invarianten Untteräumen

W = U ⊕ (U ′ ∩W ).

Nach Induktionsannahme ist also W , und analog auch W ′, vollständig reduzibel,
also auch V . �

2.2. Zerlegung in irreduziblen Darstellungen: ein Beispiel

Wir betrachten die Darstellung ρ der Gruppe S3 der Permutationen von {1, 2, 3}
auf C3 so dass ρ(σ)ei = eσ(i), σ ∈ S3. Hier ist {e1, e2, e3} die Standardbasis von

C3.
Also für x = (x1, x2, x3) ∈ C3 haben wir

ρ(σ)x = (xσ−1(1), xσ−1(2), xσ−1(3)).

Diese Darstellung hat zwei invariante Unterräume V1 = {(z, z, z), z ∈ C} und V2 =
{x ∈ C3, x1 + x2 + x3 = 0}. Die Einschränkung von ρ auf V1 ist irreduzibel denn
dim(V1) = 1. Die Unterdarstellung ρ|V2

ist zweidimensional und irreduzibel. Ist
nämlich W ⊂ V2 ein invarianter Unterraum mit W 6= 0, V2, so ist W eindimensional,
also von einem nichtverschwindenden Vektor x = (x1, x2, x3) ∈ V2 aufgespannt. Da
W invariant ist, müssen die Vektoren (x2, x1, x3) und (x1, x3, x2) proportional zu x
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sein. Es folgt dass x1 = x2 = x3. Da aber die Summe der Komponenten 0 ist, folgt
dass x = 0, ein Widerspruch. Folglich ist V2 irreduzibel.

Also ist ρ vollständig reduzibel, mit Zerlegung V = V1 ⊕ V2 in irreduziblen
Darstellungen.

2.3. Unitäre Darstellungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt ausschliesslich endlichdimensionale kom-
plexe Darstellungen.

Definition 2.3.1. Eine Darstellung ρ auf einem Vektorraum V mit Skalarpro-
dukt heisst unitär falls ρ(g) für alle g ∈ G unitär ist.

Also gilt für eine unitäre Darstellung ρ(g)∗ = ρ(g)−1 für alle g ∈ G. Mit Lemma
2.1.1 kann diese Bedingung als ρ(g−1) = ρ(g)∗ geschrieben werden.

Satz 2.3.1. Unitäre Darstellungen sind vollständig reduzibel.

Beweis. Sei W ein invarianter Unterraum einer unitären Darstellung (ρ, V ),
und

W⊥ = {v ∈ V | (v, w) = 0 ∀w ∈W}.
Dann ist W⊥ auch invariant, denn

v ∈W⊥, g ∈ G⇒ (ρ(g)v, w) = (v, ρ(g)∗w) = (v, ρ(g)−1w) = 0

für alle w ∈ W , und also ist ρ(g)v ∈ W⊥. Nach Lemma 2.1.2 ist also (ρ, V ) voll-
ständig reduzibel. �

Satz 2.3.2. Sei (ρ, V ) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G. Dann exi-
stiert ein Skalarprodukt ( , ) auf V , so dass (ρ, V ) unitär ist.

Beweis. Sei ( , )0 irgendein Skalarprodukt auf V . Setze

(v, w) =
∑
g∈G

(ρ(g)v, ρ(g)w)0.

Zuerst zeigen wir, dass ( , ) ein Skalarprodukt ist: Es ist klar dass (λv + µw, u) =

λ̄(v, u) + µ̄(w, u), und dass (v, w) = (w, v). Ist v 6= 0 so ist ρ(g)v 6= 0 (ρ(g) ist
invertierbar) und (ρ(g)v, ρ(g)v)0 > 0 für alle g. Also (v, v) > 0. Dass ρ(g) unitär
ist, folgt aus

(ρ(g)v, ρ(g)w) =
∑
h∈G(ρ(h)ρ(g)v, ρ(h)ρ(g)w)0 =

∑
h∈G(ρ(hg)v, ρ(hg)w)0

h→hg−1

=
∑
h∈G(ρ(h)v, ρ(h)w)0 = (v, w).

�

Korollar 2.3.3. Darstellungen von endlichen Gruppen sind vollständig redu-
zibel.

2.4. Das Lemma von Schur

Seien (ρ1, V1), (ρ2, V2) komplexe endlichdimensionale Darstellungen einer Grup-
pe G. Wir untersuchen den Raum HomG(V1, V2) der linearen Abbildungen ϕ : V1 →
V2 so dass ϕρ1(g) = ρ2(g)ϕ ∀g ∈ G.

Beispiel 2.4.1. (ρ1, V1) = (ρ2, V2) = (ρ, V ), ϕ : V → V Hamiltonoperator
eines quantenmechanischen Systems mit Symmetriegruppe G.

Satz 2.4.1. (Lemma von Schur) Seien (ρ1, V1), (ρ2, V2) irreduzible komplexe
endlichdimensionale Darstellungen von G.

(i) ϕ ∈ HomG(V1, V2)⇒ ϕ ≡ 0 oder ϕ ist ein Isomorphismus.
(ii) ϕ ∈ HomG(V1, V1). Dann ist ϕ = λ Id, λ ∈ C.
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Beweis. (i) Sei ϕ ∈ HomG(V1, V2), V1 6= {0}. Wir zeigen: Kerϕ und Imϕ sind
invariante Unterräume:

v ∈ Kerϕ⇒ ϕ(ρ1(g)v) = ρ2(g)ϕ(v) = 0⇒ ρ1(g)v ∈ Kerϕ,
v = ϕ(u) ∈ Imϕ⇒ ρ2(g)v = ϕ(ρ1(g)u) ∈ Imϕ.

Also ist entweder Kerϕ = V1 und ϕ = 0, oder Kerϕ = 0 und ϕ ist injektiv. Im
letzteren Fall ist Imϕ = V2, da Imϕ invariant und 6= {0} ist.

(ii) Da jeder lineare Endomorphismus von endlichdimensionalen komplexen
Vektorräumen einen Eigenvektor hat, existiert ein λ ∈ C mit

Ker(ϕ− λ Id) 6= {0}.
Da ϕ−λ Id ∈ HomG(V1, V1) ist ker(ϕ−λ Id) invariant, also nach (i) ϕ−λ Id = 0. �

Korollar 2.4.2. Jede irreduzible endlichdimensionale komplexe Darstellung
einer Abelschen Gruppe ist eindimensional.

Beweis. SeiGAbelsch, (ρ, V ) irreduzibel. Dann ist ρ(g) : V → V in HomG(V, V )
für jedes g ∈ G. Also ist ρ(g) = λ(g)1, λ(g) ∈ C∗. Jeder eindimensionale Unterraum
ist also invariant. Dies ist aber nur möglich wenn V selbst eindimensional ist. �



KAPITEL 3

Darstellungstheorie von endlichen Gruppen

Wir studieren die Darstellungstheorie von endlichen Gruppen und folgen den er-
sten Teil von [6]. Die grundlegende Bemerkung ist, dass jede irreduzible Darstellung
einer endlichen Gruppe in der Zerlegung der “regulären” Darstellung vorkommt. Die
technische Hilfsmittel sind die Orthogonalitätsrelationen und die Charakteren (=
Spuren von Darstellungsmatrizen).

In diesem Kapitel bezeichnet G, ausser im letzen Abschnitt, stets eine endliche
Gruppe. Alle Darstellungen werden endlichdimentsional und komplex angenommen.

3.1. Orthogonalitätsrelationen der Matrixelemente

Sei ρ : G → GL(V ) eine irreduzible Darstellung der Gruppe G der Dimension
d. Wir haben im Satz 2.3.2 gesehen, dass dann ein Skalarprodukt auf V existiert,
so dass ρ unitär ist. Also ist für alle g ∈ G die Matrix (ρij(g)) von ρ(g) bezüglich

einer beliebigen orthonormierten Basis unitär: ρij(g
−1) = ρji(g).

Satz 3.1.1. Seien ρ : G → GL(V ), ρ′ : G → GL(V ′) irreduzible unitäre Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe G. Es bezeichen (ρij(g)), (ρ′kl(g)) die Matrizen
von ρ(g), ρ′(g) bezüglich orthomormierten Basen von V , bzw. V ′.

(i) Sind ρ, ρ′ inäquivalent, so gilt für alle i, j, k, l,

1

|G|
∑
g∈G

ρij(g)ρ′kl(g) = 0

(ii) Für alle i, j, k, l gilt

1

|G|
∑
g∈G

ρij(g)ρkl(g) =
1

dimV
δikδjl

Der Beweis beruht auf dem Schurschen Lemma. Sei φ irgendeine lineare Abbil-
dung V → V ′. mit Matrix (φjk), 1 ≤ j ≤ dimV ′, 1 ≤ k ≤ dimV und betrachte

φG =
1

|G|
∑
g∈G

ρ′(g−1)φρ(g).

Die Matrixelemente von φG bezüglich der gewählten Basen sind dann

(φG)jl =
1

|G|
∑
g∈G

∑
i,k

ρ′ij(g)φikρkl(g) =
∑
i,k

φik
1

|G|
∑
g∈G

ρ′ij(g)ρkl(g),

so dass der Koeffizient von φik gerade die linke Seite der zu beweisenden Identitäten
ist. Wir haben hier die Unitarität verwendet, um ρ′ji(g

−1) durch ρ′ij(g) zu ersetzen.

13
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Anderseits erfüllt φG die Annahme des Schurschen Lemmas:

φGρ(h) =
1

|G|
∑
g∈G

ρ′(g−1)φ ρ(g)ρ(h)

=
1

|G|
∑
g∈G

ρ′(g−1)φ ρ(gh)

=
1

|G|
∑
g∈G

ρ′((gh−1)−1)φ ρ(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

ρ′(hg−1)φ ρ(g)

= ρ′(h)
1

|G|
∑
g∈G

ρ′(g−1)φ ρ(g)

= ρ′(h)φG.

Somit ist φG = 0 wenn ρ, ρ′ inäquivalent sind, und (i) ist bewiesen, denn wir können
für gegebene i, k, φ so wählen, dass φrs = 1 falls r = i und s = k und φrs = 0 sonst.

Ist ρ = ρ′, so gilt nach dem Lemma von Schur φG = λ(φ) 1. Um die Konstante
λ(φ) auszuwerten nehmen wir die Spur von φG: da allgemein tr(AB) = tr(BA)
hat man tr(ρ(g−1)φρ(g)) = tr(φ). Anderseits ist tr(1V ) = dimV . Also, mit der
Linearität der Spur, erhalten wir tr(φG) = λ(φ) dimV , also

φG =
1

dimV
tr(φ)1V , oder (φG)jl =

1

dimV
tr(φ)δjl

Wählt man, für gegebene i, k, φ wie oben, so ist die Spur null wenn i 6= k und 1
wenn i = k. Es gilt also

1

|G|
∑
g∈G

ρij(g)ρkl(g) =
1

dimV
δikδjl.

Der Satz ist somit bewiesen.

3.2. Charakteren

Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung ρ : G → GL(V ) einer
Gruppe G ist die komplexwertige Funktion auf G:

χρ(g) = tr(ρ(g)) =

dimV∑
j=1

ρjj(g).

Hier sind ρij(g) die Matrixelemente bezüglich einer beliebigen Basis von G. Aus
der grundlegenden Eigenschaft tr(AB) = tr(BA) der Spur folgt:

Satz 3.2.1.

(i) χρ(g) = χρ(hgh
−1)

(ii) Sind ρ, ρ′ äquivalente Darstellungen, so gilt χρ = χρ′

Eine Konjugationsklasse von G ist eine Teilmenge von G der Form {hgh−1, h ∈
G}. Die Gruppe G zerfällt in Konjugationsklassen, der Äquivalenzklassen bezüglich
der Äquivalenzrelation ∼: g ∼ g′ (“g ist konjugiert zu g′”) falls ein h ∈ G existiert,
so dass g′ = hgh−1. Dann bedeutet (i), dass χρ einen konstanten Wert auf jeder
Konjugationsklasse annimmt.

Weitere elementare Eigenschaften sind

Lemma 3.2.2.

(i) χρ(1) = dimV ,
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(ii) χρ⊕ρ′ = χρ + χρ′

(iii) χρ(g
−1) = χρ(g), ∀g ∈ G.

Beweis. (i) χρ(1) = tr(1V ) = dimV . (ii) Bezüglich einer Basis von V ⊕ V ′
so dass die ersten dimV Basiselemente zu V gehören und die restlichen zu V ′, hat
(ρ⊕ ρ′)(g) die Blockform (

ρ(g) 0
0 ρ′(g)

)
.

Es ist also klar dass die Spur gleich der Summe der Spuren ist. (iii) Wir wissen, dass
es ein Skalarprodukt auf dem Darstellungsraum gibt, so dass die Darstellung unitär
ist (Satz 2.3.2). Wir können also die Spur bezüglich einer orthonormierten Basis
ausrechnen. Die diagonale Matrixelemente bezüglich einer orthonormierten Basis
erfüllen ρjj(g

−1) = ρjj(g). Die Behauptung folgt durch Summation über j. �

3.3. Der Charakter der regulären Darstellung

Wir wählen die Basis (δg)g∈G des Raumes C(G). Es gilt ρreg(g)δh = δgh. Da
gh 6= h für g 6= 1 hat ρ(g) in diesem Falle keine nichtverschwindende diagonale
Matrixelemente, und die Spur ist somit null. Anderseits ist tr(ρ(1)) = dimC(G) =
|G|, also ist der Charakter von ρreg

χreg(g) =

{
|G|, falls g = 1,

0, sonst.

3.4. Orthogonalitätsrelationen der Charakteren

Aus den Orthogonalitätsrelationen von Matrixelementen folgen Orthogona-
litätsrelationen der Charakteren von irreduziblen Darstellungen. Wir führen das
Skalarprodukt

(3.1) (f1, f2) =
1

|G|
∑
g∈G

f1(g)f2(g)

auf dem Raum C(G) aller komplexwertigen Funktionen auf G ein.

Satz 3.4.1. Seien ρ, ρ′ irreduzible Darstellungen der endlichen Gruppe G, und
seien χρ, χρ′ ihre Charakteren. Dann gilt

(i) Sind ρ, ρ′ inäquivalent, so gilt (χρ, χρ′) = 0.
(ii) Sind ρ, ρ′ äquivalent, so gilt (χρ, χρ′) = 1.

Im Falle (i) gilt nach Satz 3.1.1 (χρ, χρ′) =
∑
i,j(ρii, ρ

′
jj) = 0. Im Falle (ii)

dürfen wir nach Satz 3.2.1 (ii) annehmen dass ρ = ρ′. Es gilt dann (χρ, χρ) =∑
i,j(ρii, ρjj) =

∑dimV
i=1 (dimV )−1 = 1.

Korollar 3.4.2. Ist ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρn eine Zerlegung einer Darstellung ρ in
irreduziblen Darstellungen, und σ eine irreduzible Darstellung, so ist die Anzahl ρi
die äquivalent zu σ gleich (χρ, χσ)

Insbesondere ist (χρ, χσ) stets eine nichtnegative ganze Zahl, und (χρ, χρ) = 1
genau dann, wenn ρ irreduzibel ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.2 (ii) ist χρ = χρ1 + · · · + χρn . Also ist (χρ, χσ) =∑
(χρi , χσ). Nur die zu σ äquivalente ρi tragen nach Satz 3.4.1 der Summe bei, und

zwar mit Beitrag eins. Das Korollar ist bewiesen. �
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Aus diesem Korollar folgt, dass für jede Zerlegung ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρn in irre-
duziblen Darstellungen, die Anzahl ρi die äquivalent zu einer vorgegebenen irre-
duziblen Darstellung σ unabhängig von der Wahl der Zerlegung ist. Ist diese Zahl
m, so sagt man, dass die irreduzible Darstellung σ m mal in der Darstellung ρ
vorkommt.

3.5. Zerlegung der regulären Darstellung

Folgender Satz zeigt, dass jede irreduzible Darstellung im Prinzip aus der Zer-
legung der regulären Darstellung gewonnen werden kann.

Satz 3.5.1. Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G kommt in
der regulären Darstellung vor. Hat eine irreduzible Darstellung die Dimension d, so
kommt sie d mal in der regulären Darstellung vor.

Nach Korollar 3.4.2 bedeutet dies, dass für jede irreduzible Darstellung σ der
Dimension d, (χσ, χreg) = d. Das ergibt sich aus folgender Rechnung

(χσ, χreg) =
1

|G|
∑
g∈G

χσ(g)χreg(g) = χσ(1) = d.

Korollar 3.5.2. Eine endliche Gruppe G besitzt endlich viele Äquivalenzklas-
sen irreduzibler Darstellungen. Ist ρ1, . . . , ρk eine Liste von irreduziblen inäquiva-
lenten Darstellungen, eine in jeder Äquivalenzklasse, so gilt für ihre Dimensionen
di

d2
1 + · · ·+ d2

k = |G|.

Es gilt χreg(g) =
∑
i diχρi(g). Insbesondere für g = 1 erhalten wir |G| =

∑
i d

2
i .

Da |G| endlich ist, muss die Anzahl Summanden endlich sein.

Korollar 3.5.3. Sei ρ1, . . . , ρk eine Liste irreduzibler inäquivalenter unitärer
Darstellungen wie im vorherigen Korollar. Es bezeichnen ρα,ij(g), α = 1, . . . , k,
1 ≤ i, j ≤ dα die Matrixelemente von ρα(g) bezüglich einer orthonormierten Basis.
Dann bilden die Funktionen ρα,ij eine orthogonale Basis von C(G).

Beweis. Wir haben schon bewiesen, dass diese Matrixelemente orthogonal zu-
einander sind, also sind sie insbesondere linear unabhängig. Die Dimension von
C(G) ist die Ordnung |G| der Gruppe. Sie stimmt mit der Anzahl Matrixelemente∑k
α=1 d

2
α überein. Also bilden sie eine Basis. �

Definition 3.5.1. Eine Funktion f : G→ C heisst Klassenfunktion falls f(ghg−1) =
f(h) für alle g, h ∈ G.

Nach Lemma 3.2.2 sind Charakteren Klassenfunktionen und nach Satz 3.4.1
bilden sie ein orthonormierten System bezüglich des Skalarprodukts (3.1). Sie bilden
sogar eine Basis des Unterraums der Klassenfunktionen:

Korollar 3.5.4. Sei G eine endliche Gruppe. Die Charakteren χ1, . . . , χk der
irreduziblen Darstellungen von G bilden eine orthonormierte Basis des Hilbertraums
der Klassenfunktionen.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass jede Klassenfunktion eine Linearkombination
von Charakteren irreduzibler Darstellungen ist. Wir verwenden nochmals die Idee
der Mittelbildung. Sei f : G→ C eine Klassenfunktion. Insbesondere gilt

(3.2) f(g) =
1

|G|
∑
h∈G

f(hgh−1)
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für alle g ∈ G, da alle Summanden gleich f(g) sind. Die Matrixelemente ρα,ij
von irreduziblen Darstellungen ρα bezüglich beliebiger orthonormierten Basen der
Darstellungsräumen bilden nach Korollar 3.5.3 eine Basis von L2(G). Insbesondere
lässt sich f als Linearkombination von den Funktionen ρij schreiben. Wegen (3.2),
können wir in dieser Linearkombination ρα,ij(g) durch ihren Mittelwert

1

|G|
∑
h∈G

ρα,ij(hgh
−1)

ersetzen. Dieser Ausdruck lässt sich mit Hilfe der Darstellungseigenschaft und der
Orthogonalitätsrelationen für Matrixelemente berechnen:

1

|G|
∑
h∈G

ρα,ij(hgh
−1) =

1

|G|
∑
h∈G

dim(ρα)∑
k,l=1

ρα,ik(h)ρα,kl(g)ρα,lj(h
−1)

=

dim(ρα)∑
k,l=1

1

|G|
∑
h∈G

ρα,ik(h)ρα,kl(g)ρα,jl(h)

= δij

dim(ρα)∑
k=1

ρα,kk(g) = δijχα(g).

Also ist f eine Linearkombination von Charakteren. �

Eine Klassenfunktion ist eine Funktion, die konstant auf jeder Konjugations-
klasse ist. Also ist die Dimension des Raums der Klassenfunktion gleich der Anzahl
Konjugationsklassen. Es folgt:

Korollar 3.5.5. Eine endliche Gruppe hat so viele Äquivalenzklassen irredu-
zibler Darstellungen wie Konjugationsklassen.

3.6. Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe

Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe G ist eine Liste der Werte der Cha-
rakteren aller irreduziblen Darstellungen. Nach Korollar 3.4.2 können diese Tafeln
dazu verwendet werden, um die irreduziblen Bestandteile jeder gegebenen Dar-
stellung zu bestimmen. Charaktertafeln vieler endlichen Gruppen findet man in
Büchern, z.B. [5], [1], oder in Programmen für algebraischen Rechnungen wie GAP.

Da Charakteren konstante Werte auf Konjugationsklassen annehmen, genügt
es, die Werte der Charakteren für ein Element in jeder Konjugationsklasse anzuge-
ben. Die Charaktertafel ist dann die — nach Korollar 3.5.5 quadratische — Matrix
(χi(Cj))

k
i,j=1 der Werte der Charakteren χi auf den Konjugation Cj .

Als einfaches Beispiel wollen wir die Charaktertafel der Gruppe S3 konstru-
ieren. Wir haben schon zwei irreduziblen Darstellungen von S3 im Abschnitt 2.2
gefunden. Nebst der eindimensionalen trivialen Darstellung ρ1, haben wir die zwei-
dimensionale Darstellung ρ2 auf V2 = {(x1, x2, x3) ∈ C3|x1 + x2 + x3}, die durch
Permutation der Koordinaten gegeben ist. Da die Ordnung der Gruppe 3! = 6
ist, und 12 + 22 = 5, fehlt uns eine eindimensionale Darstellung. Diese ist die Si-
gnumdarstellung oder alternierende Darstellung ρε = sign: allgemein definiert man
bekanntlich das Signum einer Permutation σ ∈ Sn als sign(σ) = (−1)N(σ), wobei
N(σ) die Anzahl Paare i < j mit σ(i) > σ(j). Es gilt sign(στ) = sign(σ)sign(τ)
also definiert sign : Sn → C − {0} = GL(C) eine irreduzible Darstellung von Sn.
Diese Darstellung ist (für n > 1) nicht äquivalent zur trivialen Darstellung, denn
sie nimmt auch den Wert −1 an.

In unserem Spezialfall der Gruppe S3 haben wir also eine Liste ρ1, ρ2, ρε aller
(bis auf Äquivalenz) irreduziblen Darstellungen. Wir zerlegen nun S3 in Konjuga-
tionsklassen: Sei s die Permutation 1 7→ 2, 2 7→ 1, 3 7→ 3, und t die Permutation
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1 7→ 2, 2 7→ 3, 3 7→ 1. Dann ist

S3 = {1, s, tst−1, t2st−2, t, sts−1},

wie leicht nachzuweisen ist. Also zerfällt S3 in drei Konjugationsklassen: die Klasse
[1], die nur aus 1 besteht, die Klasse [s] von s mit drei Elementen, und die Klasse
[t] von t, mit zwei Elementen. Die Klassen [s] und [t] sind verschieden da sign(s) 6=
sign(t).

Wir bezeichnen mit χ1, χ2, χε die Charakteren von ρ1, ρ2, ρε. Die Charakteren
der eindimensionalen Darstellungen sind Spuren von 1 × 1 Darstellungsmatrizen,
unterscheiden sich also nicht von den Darstellungsmatrizen: wir haben χ1(g) = 1
für alle g ∈ S3 und χε(1) = 1, χε(s) = −1, χε(t) = 1. Zur Berechnung von χ2 führen
wir die Basis (1,−1, 0), (0, 1,−1) von V2 ein und berechnen wir die Matrizen von s
und t:

ρ(s) =

(
−1 1
0 1

)
, ρ(t) =

(
0 −1
1 −1

)
,

also sind die Spuren χ2(s) = 0, χ2(t) = −1. Ausserdem ist χ2(1) = dimV2 = 2.
Wir fassen diese Rechnungen in der Charaktertafel von S3 zusammen:

6S3 [1] 3[s] 2[t]
χ1 1 1 1
χ2 2 0 −1
χε 1 −1 1

Neben jeder Konjugationsklasse ist auch die Anzahl Elemente dieser Klasse
angegeben, und die 6 steht für die Ordnung der Gruppe. In der ersten Spalte stehen
die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen (vgl. Lemma 3.2.2) und die erste
Zeile besteht aus 1, da sie der trivialen Darstellung entspricht.

Für eine allgemeine Gruppe G folgt aus der Orthogonalitätsrelationen der Cha-
rakteren

k∑
α=1

|Cα|
|G|

χi(Cα)χj(Cα) = δi,j .

Also ist die Matrix (
√
|Cj |/|G|χi(Cj))ki,j=1 unitär. Es folgt, dass nicht nur ihre Zei-

len sondern auch ihre Spalten orthonormiert sind. Daraus folgt die Orthogonalität
der Spalten der Charaktertafel:

k∑
j=1

χj(Cα)χj(Cβ) =
|G|
|Cα|

δα,β .

Wir bemerken noch, dass die Einträge χi(Cj) im allgemeinen (algebraische) kom-
plexe Zahlen sind. Dass sie für S3 ganz sind ist eine spezielle Eigenschaft der sym-
metrischen Gruppen.

3.7. Die kanonische Zerlegung einer Darstellung

Sei G eine endliche Gruppe, und ρi : G→ GL(Vi), i = 1, . . . , k eine Liste aller
inäquivalenten irreduziblen Darstellungen von G, d.h. eine Liste von irreduziblen
Darstellungen, mit der Eigenschaft dass jede irreduzible Darstellung äquivalent zu
genau einer aus der Liste ist.

Sei jetzt eine Darstellung ρ auf einem Vektorraum V gegeben. Es sei V =
U1 ⊕ · · · ⊕ Un eine Zerlegung in irreduziblen invarianten Unterräumen. Für jedes
i = 1, . . . , k definieren wir Wi als die direkte Summe all derjenigen Uj , so dass ρ|Uj
äquivalent zu ρi ist. Dann ist

(3.3) V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk,
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wobei Wi = 0 sein darf. Wir zeigen nun, dass diese Zerlegung rein aus den Charak-
teren χi der irreduziblen Darstellungen ρi erhalten werden kann.

Satz 3.7.1. Die Zerlegung (3.3) ist unabhängig von der Wahl der Zerlegung von
V in irreduziblen Darstellungen. Die Projektion pi : V → Wi, w1 ⊕ · · · ⊕ wn 7→ wi
ist durch die Formel

(3.4) pi(v) =
dimVi
|G|

∑
g∈G

χi(g)ρ(g)v

gegeben.

Beweis. Es genügt die zweite Aussage zu beweisen, da die Unterräume Wi

dann als Bilder von pi unabängig von jeder Wahl von Zerlegungen gegeben sind.
Wir zeigen zuerst, dass die durch (3.4) definierte Abbildung pi die Annahme des

Lemmas von Schur erfüllt: einerseits ist mit der Variablensubstitution g → gh−1,

pi(ρ(h)v) =
dimVi
|G|

∑
g∈G

χi(g)ρ(gh)v

=
dimVi
|G|

∑
g∈G

χi(gh−1)ρ(g)v,

für alle h ∈ G, v ∈ V Anderseits ist

ρ(h)pi(v) =
dimVi
|G|

∑
g∈G

χi(g)ρ(hg)v

=
dimVi
|G|

∑
g∈G

χi(h−1g)ρ(g)v.

Da χ(gh−1) = χ(h−1g) ist also piρ(h) = ρ(h)pi für alle h ∈ G. Gegeben eine
Zerlegung V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un in irreduziblen Darstellungen, Wir betrachten die
Einschränkung von pi auf einem Uj . Der Charakter der Einschränkung von ρ auf
Uj sei χ. Für v ∈ Uj ist pi(v) eine Linearkombination von Elementen aus dem
invarianten Unterraum Uj . Also ist pi(v) ebenfalls in Uj ; wir haben also eine lineare
Abbildung pi|Uj : Uj → Uj , die die Annahme des Lemmas von Schur erfüllt. Also
existiert eine komplexe Zahl c = cij mit pi|Uj = c1Uj . Diese Zahl rechnen wir, indem
wir die Spur auf beiden Seiten der Gleichung nehmen. Wir erhalten

tr(pi|Uj ) = dimUj(χi, χ) = c dimUj

Also ist c = 1 wenn ρ|Uj äquivalent zu ρi ist und ist null sonst. Wir sehen also, dass
pi(v) = v falls v ∈Wi und pi(v) = 0 falls v ∈Wj , j 6= i, was zu beweisen war. �

Die Zerlegung (3.3) heisst kanonische Zerlegung. Die Unterräume Wi heissen
isotypische Komponenten.

Beispiel 3.7.1. G = {1,−1}. Diese zu Z2 isomorphe Gruppe hat zwei irreduzi-
ble eindimensionale Darstellungen: die triviale Darstellungen ρ1 und die Darstellung
ρ2(±1) = ±1. Sei d ≥ 1 und ρ die Darstellung auf dem Raum V aller Polynome
in einer Unbekannten vom Grad ≤ d: ρ(g)f(z) = f(gz), g = ±1. Die kanonische
Zerlegung ist die Zerlegung V = V+ ⊕ V− in geraden und ungeraden Polynomen:
V± = {f | f(−z) = ±f(z)}. Eine Zerlegung in irreduziblen Unterräumen ist einer
Wahl einer Basis von V+ und einer Basis von V− gleichbedeutend, und ist daher
i.a. nicht eindeutig.
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3.8. Beispiel: die Diedergruppe Dn, n ≥ 3

Wir wollen hier alle irreduziblen Darstellungen von Dn klassifizieren. Da jedes
Element von Dn sich als Produkt RaSb darstellen lässt (Lemma 1.1.1), ist eine
Darstellung ρ von R̄ := ρ(R) und S̄ := ρ(S) vollständig bestimmt. Diese erfüllen
dann die Relationen

(3.5) R̄n = S̄2 = 1, S̄R̄ = R̄−1S̄

denn die Drehung R und die Spiegelung S erfüllen diese Relationen.
Umgekehrt: sind R̄, S̄ ∈ GL(V ) lineare invertierbare Selbstabbildungen eines

komplexen Vektorraums V , die (3.5) erfüllen, so definiert ρ(RaSb) = R̄aS̄b, a =

0, . . . , n, b = 0, 1 eine Darstellung von Dn auf V . Die Produktregeln RaSbRa
′
Sb
′

=
Ra+a′−2a′bSb+b

′
werden nämlich dank der Relationen respektiert.

Eine Darstellung von Dn auf V ist also dasselbe wie ein Paar linearer Abbil-
dungen R̄, S̄ in GL(V ), die die Relationen (3.5) erfüllen.

Wir fangen an, eindimensionale Darstellungen zu klassifizieren. Gesucht werden
zwei 1 × 1 Matrizen, also Zahlen R̄, S̄ 6= 0 die (3.5) erfüllen. Wir haben also
R̄n = S̄2 = 1 und von der letzen Relation R̄2 = 1. Ist also n gerade, so hat man 4
eindimensionale Darsellungen, wobei R̄ und S̄ die Werte ±1 annehmen. Nennen wir
diese Darstellungen ρ++, ρ+−, ρ−+, ρ−−, je nach Vorzeichen von R̄ und S̄. Wenn n
ungerade ist, muss R̄ = 1 und wir haben 2 Darstellungen ρ± mit ρ±(S) = ±1.

Wir betrachten jetzt zweidimensionale irreduzible Darstellungen. Nehmen wir
an, ρ ist eine zweidimensionale Darstellung und setzen R̄ = ρ(R) und S̄ = ρ(S).
Sei v ein Eigenvektor von R̄ mit Eigenwert ε. Da R̄n = 1, muss εn = 1 also von der
Form ε = exp(2πij/n) mit j ganz sein. Aus der Relation S̄R̄ = R̄−1S̄ folgt, dass
S̄v ebenfalls ein Eigenvektor von R ist, aber mit Eigenwert ε−1. Ist S̄v proportional
zu v, so erzeugt v ein invarianter Unterraum der Dimension 1, in Widerspruch mit
der Irreduzibilität. Seien also v und S̄v linear unabhängig. Bezüglich der Basis v,
S̄v haben wir dann

R̄ =

(
ε 0
0 ε−1

)
, S̄ =

(
0 1
1 0

)
,

und es ist leicht nachzuprüfen, dass diese zwei Matrizen die Relationen erfüllen, also
eine Darstellung definieren. Diese Darstellungen sind irreduzibel wenn ε 6= ε−1, denn
ein invarianter eindimensionaler Unterraum muss aus simultanen Eigenvektoren von
R̄ und S̄ sein, was unmöglich ist.

Wir bezeichnen mit ρj diese zweidimensionale Darstellung, wobei ε = e
2πij
n .

Beschränken wir uns auf den Werten j = 1, . . . , [(n−1)/2] ([x] ist die grösste ganze
Zahl ≤ x), so sind die Darstellungen ρj irreduzibel und paarweise inäquivalent,
letzteres weil ρj(R) verschiedene Eigenwerte für verschiedene j in diesem Bereich
hat.

Wir zeigen jetzt unter Verwendung von Satz 3.5.2, dass wir schon alle irreduzi-
ble Darstellungen (bis auf Äquivalenz) gefunden haben. Im geraden Fall hat man 4
eindimensionale Darstellungen und [(n−1)/2] = n/2−1 zweidimensionale Darstel-
lungen ρj . Die Summe der Quadrate der Dimensionen ist also 4 ·12 +(n/2−1) ·22 =
2n. Im ungeraden Fall hat man 2 eindimensionale und [(n−1)/2] = (n−1)/2 zwei-
dimensionale Darstellungen, und 2 · 12 + ((n − 1)/2) · 22 = 2n. In beiden Fällen
bekommen wir also die Ordnung 2n der Gruppe Dn und wir haben alle irredu-
ziblen Darstellungen gefunden.

Ganz explizit, haben wir folgende Beschreibung aller irreduziblen Darstellungen
von Dn.

(a) n gerade.
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Eindimensionale Darstellungen: ρ++(RaSb) = 1, ρ+−(RaSb) = (−1)b, ρ−+(RaSb) =
(−1)a, ρ−−(RaSb) = (−1)a+b.

Zweidimensionale Darstellungen:

ρj(R
a) =

(
e2πija/n 0

0 e−2πija/n

)
, ρj(R

aS) =

(
0 e2πija/n

e−2πija/n 0

)
,

wobei j ∈ {1, 2, . . . , n2 − 1}.

(b) n ungerade.
Eindimensionale Darstellungen: ρ±(RaSb) = (±1)b

Zweidimensionale Darstellungen: ρj , j ∈ {1, . . . , (n− 1)/2}, mit denselben For-
meln wie im geraden Fall.

Die Charakteren der zweidimensionalen Darstellungen sind χj(R
a) = 2 cos(2πaj/n)

und χj(R
aS) = 0 (der Charakter einer eindimensionalen Darstellungen stimmt der

Darstellung überein). Die Orthogonalitätsrelationen entsprechen nicht ganz offen-
sichtlichen trigonometrischen Identitäten, etwa:

2

n

n−1∑
a=0

cos(2πaj/n) cos(2πal/n) = δjl

für 1 ≤ j, l ≤ [(n− 1)/2].

3.9. Kompakte Gruppen

Die oben entwickelte Darstellungstheorie endlicher Gruppe stützt sich auf die
Existenz einer Mittelung 1

|G|
∑
g∈G. Mit deren Hilfe konnten wir die vollständige

Reduzibilität und die Orthogonalitätsrelationen.
Bei kompakten Gruppen hat man ebenfalls eine Mittelung, die uns erlaubt,

im wesentlichen die gleiche Darstellungstheorie zu entwickeln wie bei endlichen
Gruppen. Genauer, kann man zeigen, dass für jede kompakte Gruppe G existiert
eine eindeutige lineare Funktion C(G)→ C,

f 7→
∫
G

f(g)dg

auf dem Raum C(G) der stetigen komplexwertigen Funktionen f : G→ C, so dass
(i)
∫
G
f(g)dg ≥ 0 falls f ≥ 0, (ii) für alle h ∈ G,

∫
G
f(hg)dg =

∫
G
f(g)dg, (iii)∫

G
1dg = 1.
Wie die Notation suggeriert, ist tatsächlich diese Linearform gleich der Inte-

gration bezüglich eines Masses, des Haar’schen Masses.
Wir verzichten auf der allgemeine Definition einer kompakten Gruppe. Die

Beispiele, die uns interessieren sind, nebst der endlichen Gruppen, die kompakten
Untergruppen von GL(n,K), K = R,C. In diesem Fall bedeutet kompakt abge-

schlossen und beschränkt in der Menge Kn2

aller n × n Matrizen. So sind die
Gruppen U(n),SU (n), O(n),SO(n) kompakt.

Zum Beispiel ist U(n) = f−1({0}) abgeschlossen, denn es ist das Urbild der
abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Selbstabbildung f : A 7→ A∗A − 1
des Raums aller n × n Matrizen. Sie ist beschränkt, denn insbesondere gilt für
A = (Aij) ∈ U(n),

∑
ij |Aij |2 = tr(A∗A) = n, also ist U(n) enthalten in einer

Sphäre vom Radius
√
n in Cn2

.
Dagegen sind z.B. GL(n,R), SL(n,R), O(p, q) (p, q 6= 0) nicht kompakt, denn

diese Gruppen enthalten Matrizen mit beliebig grossen Matrixelementen (Beispiel:
Lorentzboosts in der Lorentzgruppen mit grossem Rapiditätsparameter, siehe Ab-
schnitt 5.11).
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Ein einfaches Beispiel eines Haarschen Mass ist das Haarsche Mass von U(1),
der Gruppe der komplexen Zahlen mit Betrag 1: die entsprechende Mittelung ist
gegeben durch:

f 7→ 1

2π

∫ 2π

0

f(eiφ)dφ.

Die Theorie der endlichdimensionalen komplexen stetigen Darstellungen einer
kompakten Gruppe G kann dann im wesentlichen mit den gleichen Sätze und Bewei-
sen wie bei endlichen Gruppen geschrieben werden. Dabei muss jeweils 1

|G|
∑
g∈G

durch
∫
G

ersetzt werden.
So hat man Orthogonalitätsrelationen für Matrixelemente und Charakteren

bezüglich des Skalarproduktes

(f1, f2) =

∫
G

f1(g)f2(g)dg.

Alle Resultate von 3.1, 3.2, 3.4, 3.6 gelten, mit denselben Beweisen, auch bei all-
gemeinen kompakten Gruppen. Die restlichen Resultate, die die reguläre Darstel-
lung betreffen, gelten mit kleinen Änderungen: so definiert man für eine kompak-
te Gruppe G die reguläre Darstellung als die Darstellung auf dem Hilbertraum
L2(G) der bezüglich des Haarschen Mass quadratintegrierbaren Funktionen, mit
ρreg(g)f(h) = f(g−1h). Diese Darstellung ist unendlich dimensional und sein Cha-
rakter ist nicht definiert. Trotzdem gilt das Peter-Weyl Theorem, dass besagt,
dass jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung so oft vorkommt in der re-
gulären Darstellung wie ihre Dimension, und dass die Matrixelemente aller inäqui-
valenten irreduziblen Darstellungen eine orthonogonale Basis (im Sinne der Hilber-
traumtheorie) von L2(G) bilden.

Beispiel 3.9.1. G = U(1), eine Abelsche Gruppe. Die endlichdimensionale
Darstellungen sind eindimensional, gegeben durch ρn(eiφ) = einφ. Diese Funktio-
nen ρn bilden eine orthonormierte Basis von L2(G) = L2([0, 2π[). In diesem Falle
reduziert sich also das Peter-Weyl Theorem auf die L2-Theorie der Fourierreihe.



KAPITEL 4

Eigenwertprobleme mit Symmetrie

Hier wird die Gruppentheorie auf Eigenwertprobleme mit Symmetrie angewen-
det. Diese kommen z.B. in der Molekularphysik und der Festkörperphysik vor, wo
das Spektrum von Schwingungsfrequenzen und die Energieniveaux von Elektronen
durch die Symmetrie der Molekülen/ Kristallen stark eingeschränkt werden. Nach
einer allgemeinen Betrachtung, betrachten wir speziell den Fall eines schwingendes
Moleküls. Literatur: [5], [2], [8]. In 4.3 folgen wir [8].

4.1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Eine der wichtigsten Anwendungen der Gruppentheorie in der Physik ist auf
Eigenwertprobleme mit Symmetrie.

Sei A : V → V eine lineare Abbildung auf einem komplexen Vektorraum V .
Wir nehmen an, dass V der Darstellungsraum einer Darstellung ρ : G → GL(V )
einer Gruppe G, und dass A die Symmetrieeigenschaft

ρ(g)A = Aρ(g), ∀g ∈ G,
besitzt, d.h. A ∈ HomG(V, V ). Was können wir über Eigenwerte und Eigenvektoren
von A sagen? Im Falle, wo ρ irreduzibel ist, wissen wir nach dem Schurschen Lemma,
dass A = λ1V , also dass A einen einzigen Eigenwert mit Eigenraum V hat.

Im folgenden wollen wir den allgemeinen Fall betrachten. Wir werden aber zur
Vereinfachung annehmen, dass A diagonalisierbar ist, und ρ eine endlichdimensio-
nale Darstellung einer kompakten Gruppe ist. Also ist ρ vollständig reduzibel.

Zunächst eine qualitative Aussage. Wir benützen die Notation diag(a1, . . . , ad)
um die diagonale d × d Matrix mit diagonalen Matrixelementen a1, . . . , ad zu be-
zeichnen.

Satz 4.1.1. Sei ρ : G→ GL(V ) eine endlichdimensionale komplexe Darstellung
einer kompakten Gruppe G, und A : V → V eine diagonalisierbare lineare Selbstab-
bildung, so dass ρ(g)A = Aρ(g),∀g ∈ G. Sei V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn eine Zerlegung von
V in irreduziblen Darstellungen. Dann hat A höchstens n verschiedene Eigenwerte.
Bezeichnet di die Dimension von Vi, so hat A bezüglich einer passenden Basis die
Diagonalform

diag(λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
d1 mal

, . . . , λn, . . . , λn︸ ︷︷ ︸
dn mal

),

für gewisse (nicht notwendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen λ1, . . . , λn.

Beweis. Seien E1, . . . , Em die Eigenräume der AbbildungA und seien µ1, . . . , µm
die entsprechende Eigenwerte. Also besteht Ei aus allen Vektoren v in V , so dass
Av = µiv und die Diagonalisierbarkeit von A bedeutet, dass V = E1 ⊕ · · · ⊕ Em.

Ist v ∈ Ei, so gilt für alle g ∈ G,

Aρ(g)v = ρ(g)Av

= ρ(g)µiv

= µiρ(g)v.

Also ist ρ(g)v ∈ Ei, d.h. Ei ist ein invarianter Unterraum für die Darstellung ρ.

23



24 4. EIGENWERTPROBLEME MIT SYMMETRIE

Zerlegen wir die Einschränkung von ρ auf jedem Ei in irreduziblen Darstellun-
gen und benützen die Diagonalisierbarkeit von A, so erhalten wir eine Zerlegung

V = V ′1 ⊕ · · · ⊕ V ′n
in irreduziblen Darstellungen, so dass jeder V ′i in einem Eigenraum enthalten ist.
Die Anzahl n Summanden und die Dimensionen der V ′i sind dieselben (bis auf Per-
mutationen) wie in der gegebenen Zerlegung V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, wie wir in der Charak-
tertheorie gesehen haben. In einer Basis von V , die aus Vektoren in ∪iV ′i besteht,
hat also A die gewünschte Diagonalform. Es ist dann klar, dass A höchstens n
(verschiedene) Eigenwerte hat. �

Diese qualitative Aussage über die Eigenwerte ist oft für Anwendungen aus-
reichend. So können beispielsweise die Schwingungfrequenzen eines symmetrischen
Moleküls durch die Eigenwerten einer linearen Abbildung mit derselben Symmetrie
ausgedruckt werden (siehe unten). Die experimentell bestimmbare Anzahl Eigen-
frequenzen gibt also Auskunft über die Symmetrie des Moleküls.

Präzisere Aussagen über Eigenwerte und Eigenvektoren gewinnt man mit Hilfe
des Lemma von Schur. Der einfachste Fall ist, wenn die Darstellung in einer Summe
paarweise inäquivalenten Darstellungen zerfällt. Das Lemma von Schur gibt dann
(Übung):

Satz 4.1.2. Seien G, V , A wie im vorherigen Satz. Seien für alle i 6= j die
Darstellungen Vi, Vj nicht äquivalent. Dann ist, für alle i, AVi ⊂ Vi und die Ein-
schränkung von A auf Vi ist A|Vi = λi1Vi für ein λi ∈ C

Also ist A bezüglich einer Basis von V mit Basisvektoren in ∪iVi bereits dia-
gonal.

Im allgemeinen Fall können die Eigenvektoren wie folgt bestimmt werden. Sei
V = W1⊕· · ·⊕Wk die kanonische Zerlegung der Darstellung ρ. Also fasst man alle
zueinander äquivalente in V vorkommende irreduzible Darstellungen zusammen.
Nach dem Lemma von Schur, Teil (i), ist AWi ⊂Wi. Also können wir A separat in
jedem Wi diagonalisieren, und wir haben das Problem auf dem Fall reduziert, wo
V eine direkte Summe von zueinander äquivalenten irreduziblen Darstellungen ist.

Betrachten wir zunächst den Fall wo V = V1⊕V2 wobei ρ|V1
' ρ|V2

äquivalente
irreduzible d-dimensionale Darstellungen sind. Wir wählen eine Basis (e1

i )i=1...d von
V1 und bezeichnen mit ρ1(g) die Matrix von ρ|V1

(g) bezüglich dieser Basis. Die Basis
(e2
i ) von V2 wählen wir als das Bild der Basis von V1 durch den Isomorphismus

V1 → V2. Also hat die Darstellung bezüglich der Basis e1
1, . . . , e

1
d, e

2
1, . . . , e

2
d die

Kästchenform

ρ(g) =

(
ρ1(g) 0

0 ρ1(g)

)
.

Die Matrix von A habe bezüglich derselben Basis die Form(
A11 A12

A21 A22

)
.

Die d × d Kästchen Aij erfüllen dann ρ1(g)Aij = Aijρ1(g), also nach Schur Aij =
aij1, aij ∈ C. Es ist dann nüzlich, die Basis umzunumerieren: bezüglich der Basis
e1

1, e
2
1, . . . , e

1
d, e

2
d hat A die Form

(4.1)


a 0 · · · 0
0 a · · · 0
...

. . .
...

0 0 . . . a

 ,

wobei a die zwei mal zwei Matrix mit Matrixelementen aij bezeichnet. Das Problem
ist dann auf die Diagonalisierung einer zwei mal zwei Matrix reduziert. Ist (v1, v2)
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ein Eigenvektor von a zum Eigenwert λ so sind die Vektoren v1e
1
i+v2e

2
i , i = 1, . . . , d,

Eigenvektoren von A zum selben Eigenwert λ.
Der allgemeine Fall, wo V eine direkte Summe von n zueinander äquivalenten

Darstellungen Vα ist, kann genauso behandelt werden. Die Isomorphismen zwischen
den Darstellungen erlauben uns für jedes α = 1, . . . , n eine Basis (eαi )i=1,...,d von Vα
zu wählen, so dass die Matrix von ρ(g) bezüglich der Basis e1

1, . . . , e
1
d, . . . , e

n
1 , . . . , e

n
d

Kästchendiagonale Form mit gleichen diagonalen d×dKästchen hat. Nach Schur hat
dann die Matrix von A bezüglich der umnumerierten Basis e1

1, . . . , e
n
1 , . . . , e

1
d, . . . , e

n
d

die Form 4.1 mit n× n Kästchen a = (aαβ) gegeben durch

Aeαi =
∑
β

aβαe
β
i .

Das Problem ist dann auf die Diagonalisierung der n× n Matrix a reduziert. Die-
ses letztere Problem kann nicht im allgemeinen durch Gruppentheorie vereinfacht
werden und muss “von Hand” gelöst werden.

Wir haben also gesehen, dass das Eigenwertproblem für A ∈ HomG(V, V ) wobei
in V die irreduziblen inäquivalenten Darstellungen ρ1, . . . , ρk von G n1,. . . , bzw. nk
mal vorkommen, im Prinzip auf k Eigenwertprobleme der Dimensionen n1,. . . ,nk
reduziert werden kann.

Beispiel 4.1.1. Betrachte eine Matrix der Form

A =

 a b b
b a b
b b a

 , a, b ∈ C.

Dann ist ρ(σ)A = Aρ(σ), wobei ρ die im Abschnitt 2.2 diskutierte Darstellung von
S3 ist. Dann sind die inäquivalente Unterdartellungen V1, V2 Eigenräume von A.
Die Eigenwerte sind λ1 = a+ 2b bzw. λ2 = a− b, wie man leicht durch Anwendung
auf einem beliebigen Vektor aus V1 bzw. V2 feststellt.

Diese Matrix kommt z. B. im Eigenwertproblem das die Schwingungsfrequenzen
bestimmt von drei durch gleichen Federn miteinander verbundenen Punktteilchen
auf einer kreisförmigen Schiene. Andere, physikalischere, Beispiele sind hierunter
diskutiert. Wir betrachten jetzt Anwendungen in der Molekülphysik, wobei wir uns
auf den qualitativen Aussagen über die Entartungen der Eigenwerte beschränken.
Explizite Konstruktionen der Eigenvektoren nach obiger Methode findet man z.B.
in den Büchern [2, 5].

4.2. Kleine Schwingungen von Molekülen

Wir betrachten kleine Schwingungen eines Moleküls um einer Gleichgewichts-
lage. Das Molekül habe N Atome, mit Koordinaten y = (~y1, . . . , ~yN ) ∈ R3N . Die
Gleichgewichtslage y∗ soll eine Symmetriegruppe G besitzen, einer Untergruppe der
O(3) die die Lage der Atome, bis auf Permutationen der Lagen gleicher Atomen,
festhält. Man denke an NH3 mit Wasserstoffatomen an den Ecken eines regulären
Dreiecks und Symmetriegruppe D3, oder CH4 mit Wasserstoffatomen an den Ecken
eines regulären Tetraeders, mit Symmetriegruppe T ' S4, oder Fullerene “bucky-
ball” C60, mit der Symmetriegruppe des Ikosaeders.

Die Gruppentheorie erlaubt, qualitative Aussagen über die Schwingungsfre-
quenzen zu machen. Wir betrachten das Molekül im Rahmen der klassischen Me-
chanik. Bei kleinen Schwingungen sind die quantenmechanischen Rechnungen nicht
wesentlich verschieden, und werden auf die Rechnung der klassischen Eigenfre-
quenzen zurückgeführt. Insbesondere sind diese Frequenzen durch Experimenten
im Prinzip messbar.



26 4. EIGENWERTPROBLEME MIT SYMMETRIE

Wir nehmen an, dass die Wechselwirkungen nur von den Abständen zwischen
den Atomen abhängt, so dass die potentielle Energie invariant unter orthogonalen
Transformationen ist:

V (R~y1, . . . , R~yN ) = V (~y1, . . . , ~yN ), ∀R ∈ O(3).

Die Tatsache, dass gleiche Atome in einem Molekül vorkommen, wird in der An-
nahme wiederspiegelt, dass die potentielle Energie invariant unter Permutationen
σ der Koordinaten von identischen Atomen sind:

V (~yσ(1), . . . , ~yσ(N)) = V (~y1, . . . , ~yn).

Beide Arten von Symmetrien der potentiellen Energie sind durch orthogonale Trans-
formationen von R3N gegeben.

Sei R ∈ G. Also bildet R die Gleichgewichtslage y∗ bis auf einer Permutation
von gleichen Atomen nach sich selbst. Setzt man also R mit einer solchen Permu-
tation zusammen, so erhalten wir eine orthogonale Transformation ρ(R) von R3N ,
mit ρ(R)y∗ = y∗:

ρ(R)(~y1, . . . , ~yN ) = (R~yσ−1(1), . . . , R~yσ−1(N))

wobei σ durch R~y∗i = ~y∗σ(i) definiert ist. Es ist leicht nachzuweisen, dass ρ die

Darstellungseigenschaft ρ(R1R2) = ρ(R1)ρ(R2) erfüllt.
Wir haben also eine (reelle) Darstellung ρ auf R3N , mit den Eigenschaften, dass

V (ρ(R)y) = V (y) für alle R ∈ G, y ∈ R3N , und ρ(R)y∗ = y∗.
Die Newtonsche Bewegungsgleichungen für die Koordinaten ~yi = (y1

i , y
2
i , y

3
i )

der Atome als Funktion der Zeit t haben die Form

mi
d2yαi (t)

dt2
= − ∂V

∂yαi
(y(t)), i = 1, . . . , N, α = 1, 2, 3.

Hier bezeichnet mi > 0 die Masse des iten Atoms, und die Ableitung nach der Zeit
wird mit einem Punkt notiert.

Im Gleichgewicht verschwindet die Kraft: ∂V (y∗)/∂yαi = 0. Für kleine Schwin-
gungen, setzt man y(t) = y∗ + x(t) und entwickelt in einer Taylorreihe um x = 0:

mi
d2xαi (t)

dt2
= −

∑
j,β

∂2V

∂yαi ∂y
β
j

(y∗)xβj (t) +O(|x|2),

Unter Vernachlässigung der Terme zweiter und höheren Ordung, haben die Bewe-
gungsgleichungen die Form

d2x(t)

dt2
(t) = −Ax(t).

Die 3N × 3N Matrix A hat Matrixelemente m−1
i ∂2V (y∗)/∂yαi ∂y

β
j . Diese Matrix

ist ähnlich zur symmetrischen Matrix (m
−1/2
i ∂2V (y∗)/∂yαi ∂y

β
jm

1/2
j ) also diagona-

lisierbar. Die Symmetrie V (ρ(R)y) = V (y) der potentiellen Energie hat zur Folge,
dass die orthogonale Matrix ρ(R) die Gleichung

ρ(R)A = Aρ(R)

erfüllt. Der Exponentialansatz x(t) = eiωtx0 zur Lösung der Bewegungsgleichungen,
führt auf das Eigenwertproblem Ax0 = ω2x0. Ist also ω2 ein positiver Eigenwert
von A, so sind Real- und Imaginärteil der komplexen Lösung x(t) Lösungen die
Schwingungen der Periode 2π/ω um der Gleichgewichtslage beschreiben. Die Po-
sitiven Wurzeln ω aus den positiven Eigenwerten von A werden Eigenfrequenzen
des Moleküls genannt. Die Gruppentheorie gibt Auskunft über die Entartungen
der Eigenwerte: Zerlegt man nämlich die als komplexe Darstellung aufgefasste Dar-
stellung ρ in irreduziblen Darstellungen, so entspricht jeder irreduziblen Unterdar-
stellung einem Eigenwert mit Multiplizität gleich der Dimension der irreduziblen
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Darstellungen. Ist also die, durch experimentelles Bestimmen der Eigenfrequenzen
gewonnene, Anzahl Eigenwerte kleiner als die Anzahl Freiheitsgrade, so ist das
ein Zeichnen, dass das Molekül eine nichtabelsche Symmetriegruppe besitzt. Um
die irreduziblen Darstellungen zu bestimmen, rechnet man den Charakter tr(ρ(R))
aus, und entwickelt ihn nach aus Tafeln gewonnenen Charakteren von irreduziblen
Darstellungen. Dies wollen wir an einem Beispiel illustrieren.

4.3. Beispiel: Eigenfrequenzen von CH4

Als Anwendung wollen wir qualitative Aussagen über die Eigenfrequenzen ei-
nes Moleküls mit tetraedraler Symmetrie, wie CH4, herleiten. Für mehr Details
und eine Interpretation durch Vektorbündel, S. [8]. Im Gleichgewicht sind die vier
Wasserstoffatome an den Ecken ~v1, . . . , ~v4 eines regulären Tetraeders, wobei der
Kohlenstoff im Mittelpunkt steht. Wir betrachten das System klassisch (bei klei-
nen Schwingungen ist die quantenmechanischen Rechnung nicht wesentlich verschie-
den), und nehmen an, dass die Potentielle Energie V (~y1, . . . , ~y4, ~yc) als Funktion der
Koordinaten ~yi ∈ R3 der H-Atome und ~yc des C-Atoms, invariant unter orthogonale
Transformationen und Permutationen der Koordinaten der H-Atome ist:

V (R~y1, . . . , R~y4, R~yc) = V (~y1, . . . , ~y4, ~yc), ∀R ∈ O(3)

V (~yσ(1), . . . , ~yσ(4), ~yc) = V (~y1, . . . , ~y4, ~yc), ∀σ ∈ S4.

Wir betrachten kleine Schwingungen um einer Gleichgewichtslage. Wir wählen diese
Gleichgewichtslage so, dass der Mittelpunkt des Tetraeders im Ursprung liegt. Dann
ist die Summe ~v1 + · · ·+ ~v4 = 0.

Die Symmetriegruppe ist die Gruppe T der orthogonalen Transformationen die
den regulären Tetraeder festlassen.

Die Tetraedergruppe T hat fünf irreduzible Darstellungen ρ1, . . . , ρ5. Ihre Cha-
rakteren χ1, . . . , χ5 werden durch folgende Charaktertafel gegeben (siehe z. B. [5]
oder [8]):

24T [1] 8[r3] 3[r2] 6[s4] 6[τ ]
χ1 1 1 1 1 1
χ2 2 −1 2 0 0
χ3 1 1 1 −1 −1
χ4 3 0 −1 1 −1
χ5 3 0 −1 −1 1

1 ist die Identität; r3 ist eine Drehung um einer Achse durch eine Ecke mit Winkel
2π/3 = 120◦; r2 ist eine Drehung um eine Achse, die senkrecht durch eine Kante
geht, mit Winkel 2π/2 = 180◦; s4 ist die Zusammensetzung einer 120◦-Drehung
r3 um eine Achse durch eine Ecke, sagen wir ~v4, und den Mittelpunkt mit einer
Spiegelung um eine Ebene die durch zwei andere Ecken, ~v1, ~v2 und den Mittelpunkt
geht; schliesslich ist τ die Spiegelung bezüglich einer durch eine Kante und den
Mittelpunkt gehende Ebene. Die entsprechende Permutationen der Ecken 1, 2, 3, 4
und des Mittelpunkts C sind (für eine Wahl der Achsen und Ebenen)

r3 :

(
1 2 3 4 C
1 3 4 2 C

)
, r2 :

(
1 2 3 4 C
2 1 4 3 C

)
,

s4 :

(
1 2 3 4 C
4 1 2 3 C

)
, τ :

(
1 2 3 4 C
1 2 4 3 C

)
.

Wir müssen also den Charakter tr(ρ(R)) fürR = 1, r3, r2, s4, τ ausrechnen. Zunächst
reduzieren wir das Problem auf die Rechnung der Spur der 3×3 Matrix R. Betrachte
zum Beispiel ρ(R) für R = τ . Die entsprechende Permutation σ ist die Transposition
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der beiden letzten Ecken. Also hat ρ(R) die Zerlegung in 3× 3 Kästchen:

ρ(R) =


R 0 0 0 0
0 R 0 0 0
0 0 0 R 0
0 0 R 0 0
0 0 0 0 R

 .

Die Spur ist also 3tr(R), denn nur die Kästchen R in der Diagonale zur Spur beitra-
gen. Diese Anzahl Kästchen in der Diagonale ist die Anzahl der i ∈ {1, . . . , 4, C},
so dass σ(i) = i, also der Fixpunkte der entsprechenden Permutation. Allgemein
haben wir die Fixpunktformel

χρ(R) = tr(ρ(R)) = tr(R)NR.

wobei NR die Anzahl Fixpunkte der R entsprechenden Permutation ist.
Rechnung von tr(R). Eine Drehung mit Winkel θ hat bezüglich einer geigneten

Basis die Matrixform  cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 ,

also Spur 2 cos(θ) + 1. Insbesondere ist tr(r3) = 0, tr(r2) = −1. Eine Spiegelung
bezüglich einer Ebene hat für eine geignete Basis Diagonalform mit diagonale Matri-
xelemente 1, 1,−1. Also ist tr(τ) = 1. Um die Spur von s4 auszurechnen, berechnen
wir die Matrix von s4 bezüglich der Basis ~v1, ~v2, ~v3 von R3. Da s4~vi = ~vi+1, und
~v4 = −~v1 − ~v2 − ~v3, ist diese Matrix 0 0 −1

1 0 −1
0 1 −1

 .

Also ist tr(s4) = −1
Rechnung von χρ. Multipliziert man jede dieser Spuren mit der ensprechenden

Anzahl Fixpunkte N1 = 5, Nr3 = 2, Nr2 = 1, Ns4 = 1, Nτ = 3, so erhält man:

χρ(1) = 3 · 5 = 15, χρ(r3) = 0 · 2 = 0, χρ(r2) = −1 · 1 = −1,

χρ(s4) = −1 · 1 = −1, χρ(τ) = 1 · 3 = 3.

Wir können jetzt ausrechnen, wie oft die irreduziblen Darstellungen in ρ vorkom-
men. Die Multiplizität nj , mit welcher die jte Darstellung vorkommt ist der Koef-
fizient von χj in der Zerlegung χρ =

∑
j njχj von χj . Aus der Orthogonalitätsre-

lationen der Charakteren haben wir also mit |G| = 24,

nj = (χρ, χj) =
1

24
(1·15·χj(1)+8·0·χj(r3)+3·(−1)·χj(r2)+6·(−1)·χj(s4)+6·3·χj(τ))

Diese Zahlen können mit Hilfe der Charaktertafel einfach gerechnet werden, mit
dem Resultat

χρ = χ1 + χ2 + χ4 + 3χ5.

Also haben wir eine Zerlegung in irreduziblen Darstellungen ρ ' ρ1⊕ρ2⊕ρ4⊕ρ5⊕
ρ5 ⊕ ρ5. Die Eigenwerte sind also höchstens 6.

Nicht alle diese Eigenwerte entsprechen Schwingungen, denn manche verschwin-
den wegen der Translations- und Drehinvarianz der Gleichungen. Man hat nämlich
die Translationsinvarianz V (~y1 + ~a, . . . ~yn + ~a) = V (~y1, . . . , ~yn) des Potentials.
Dies entspricht ein dreidimensionaler Raum von infinitesimalen Verschiebungen
von der Gleichgewichtslage in welcher Richtung die Kraft verschwindet. Ebenso
hat man ein weiterer solcher dreidimensionaler Raum, der durch die infinitesima-
len starren Drehungen um den Ursprung gegeben ist. Diese Verschiebungen bil-
den ein 6-dimensionaler invarianter Unterraum von R15 der im Eigenraum von A
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zum Eigenwert 0 liegt. Die Translation mit Vektor ~a enstpricht der Verschiebung
x = (~a,~a,~a,~a,~a). Unter ρ(R) wird dieser Vektor nach dem Vektor, der zur Transla-
tion um R~a gehört. Also die Einschränkung von ρ auf diesem Unterraum äquivalent
zur Darstellung R 7→ R (als komplexe Matrix aufgefasst). Eine infinitesimale Dre-

hung wird durch einen Vektor~b parallel zur Drehachse parametrisiert und entspricht
der Verschiebung

x = (~b ∧ ~v1,~b ∧ ~v2,~b ∧ ~v3,~b ∧ ~v4, 0)

wobei ∧ das Vektorprodukt bezeichnet. Dann ist

ρ(R)x = (R(~b ∧ ~vσ−1(1)), . . . , R(~b ∧ ~vσ−1(4)), 0),

wobei nach Definition R~vi = ~vσ(i). Anderseits gilt: R(~x ∧ ~y) = det(R)R~x ∧ R~y für

R ∈ O(3). Also erhalten wir für jedes R ∈ T : ρ(R)x = (~b′ ∧ ~v1, . . . ,~b
′ ∧ ~v4, 0) mit

~b′ = det(R)R~b. Die infinitesimalen Drehungen bilden also eine dreidimensionale
Unterdarstellung die äquivalent zu R 7→ det(R)R.

Eine Rechnung (Übung) zeigt, dass die Darstellungen R 7→ R, R 7→ det(R)R
irreduzibel sind mit Charakter χ5 und χ4. Also hat die Einschränkung von ρ auf
dem 6-dimensionalen Unterraum der infinitesimalen Translationen und Drehungen
Charakter χ4 + χ5. Auf dem orthogonalem Komplement hat ρ dann Charakter

χ1 + χ2 + 2χ5.

Also hat man für CH4 (höchstens) vier verschiedene Eigenfrequenzen.
Die entsprechende Eigenschwingungen kann man auch ohne explizite Ausreduk-

tion erraten (siehe [8]). Zum Beispiel, kann man sich vorstellen, dass der Tetraeder
“atmet”, d.h. die H-Atome bewegen sich auf Geraden durch den Ursprung wo C
ruht, so dass der Abstand zum Urprung zu jedem Zeitpunkt für alle H-Atome gleich
ist. Diese Verschiebungen von der Gleichgewichtslage werden durch die Symmetrie
auf sich selbst abgebildet. Also entspricht dies der trivialen Unterdarstellung ρ1.





KAPITEL 5

Die Drehgruppe und die Lorentzgruppe

In diesem Kapitel werden die Drehgruppe und die Lorentzgruppe studiert. In
der Quantenmechanik werden diese Symmetriegruppen der klassischen Mechanik
durch zweifache Überlagerungen SU (2),SL(2,C) ersetzt. Literatur: [4], [8], [9].

5.1. Isometrien des Euklidischen Raums

Der Euklidische Raum ist der Vektorraum R3 versehen mit dem Skalarprodukt
x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3. Der (Euklidische) Abstand zwischen zwei Punkten x
und y ist d(x, y) = |x− y| wobei |x| =

√
x · x.

Eine Isometrie des Euklidischen Raums ist eine bijektive Abbildung f : R3 →
R3, die Abstände erhält: d(f(x), f(y)) = d(x, y), ∀x, y. Insbesondere sind Isometrien
stetige Abbildungen. Isometrien bilden eine Gruppe bezüglich der Zusammanset-
zung von Abbildungen. Beispiele von Isometrien sind Abbildungen von der Form
f(x) = Rx+ a wobei R eine orthogonale Matrix ist und a ∈ R3. Der nächste Satz
besagt, dass es keine andere Beispiele gibt.

Satz 5.1.1. Sei f eine Isometrie des Euklidischen Raums. Dann ist f von der
Form f(x) = Rx+ a wobei R ∈ O(3) und a ∈ R3.

Beweis. Sei f eine solche Isometrie. Wir nehmen zuerst an, dass f(0) = 0,
und zeigen, dass dann f(x) = Rx, mit R ∈ O(3).

Es folgt aus der Identität

x · y =
1

2
(d(x, 0)2 + d(y, 0)2 − d(x, y)2)

dass f(x) · f(y) = x · y für beliebige x, y, d.h. f erhält Skalarprodukte. Sei e1, e2, e3

eine orthonormierte Basis von R3. Dann ist f(ei) = e′i ebenfalls orthonormiert. Also
existiert eine orthogonale Matrix R mit e′i = Rei, i = 1, 2, 3.

Es bleibt zu zeigen, dass f(x) = Rx, ∀x. Sei x = x1e1 +x2e2 +x3e3 ∈ R3. Dann
ist Rx =

∑
xie
′
i. Aber f(x) =

∑
(f(x) · e′i)e′i., wobei

f(x) · e′i = f(x) · f(ei) = x · ei = xi.

Also ist f(x) = Rx.
Der allgemeine Fall wird auf diesem Fall zurückgeführt. Falls a = f(0), ist die

Abbildung x 7→ f(x) − a eine Isometrie, die den Ursprung festlässt. Also existiert
eine Orthogonale Matrix R, so dass f(x)− a = Rx. �

Bemerkung 5.1.1. Dieser Satz gilt natürlich in beliebiger Dimension.

5.2. Die Drehgruppe SO(3)

Wir haben gesehen, dass die Gruppe der Isometrien von R3 aus den Trans-
formationen der Form x 7→ Ax + b besteht, wobei A orthogonal ist und b ∈ R3.
Wir wollen die Untergruppe O(3) der orthogonalen Transformationen näher stu-
dieren. Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist 1 oder −1. Die Spiegelung
P : x 7→ −x hat Determinante −1, und jede Matrix in O(3) ist entweder in SO(3)
oder der Form PA mit P ∈ SO(3).

31
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Jede Matrix in SO(3) ist nach dem Normalformensatz von der Form

OR3(ϑ)O−1, R3(ϑ) =

 cosϑ − sinϑ 0
sinϑ cosϑ 0

0 0 1

 , O ∈ SO(3).

Der Matrix R3(ϑ) entspricht eine Drehung um die 3-Achse mit Winkel ϑ.
Der Matrix OR3(ϑ)O−1 entspricht eine Drehung um die 3-Achse des Koordinaten-
systems mit Orthonormalbasis e′i = Oei. Der Drehwinkel ϑ wird konventionsgemäss,
von einem längs der Drehachse orientiertem Beobachter betrachtet, im Gegenuhr-
zeigersinn gemessen. Sei e′3 = Oe3 = n. Die Matrix R(n, ϑ) = OR3(ϑ)O−1 wird
Drehung um n mit Winkel ϑ genannt. Es gilt R(−n, ϑ) = R(n, 2π − ϑ). Aus den
folgenden expliziten Formel ist ersichtlich, dass R(n, ϑ) nicht von der Wahl von O
mit Oe3 = n abhängt. Sei x · y das Skalarprodukt und x ∧ y das Vektorprodukt in
R3.

Lemma 5.2.1. Sei O ∈ SO(3) und n = Oe3. Dann ist

R(n, ϑ) = OR3(ϑ)O−1 = (x · n)n+ [x− (x · n)n] cosϑ+ n ∧ x sinϑ

Beweis. Für O = 1 ist diese Formel eine einfache Umschreibung der Definition
von R3(ϑ). Für allgemeine O setzen wir O−1x in die Formel für R3(ϑ) ein:

OR3(ϑ)O−1x = O{(O−1x · e3)e3 + [O−1x+ (O−1x · e3)e3] cosϑ+ e3 ∧O−1x sinϑ}
= (x ·Oe3)Oe3 + [x+ (x ·Oe3)Oe3] cosϑ+Oe3 ∧ x sinϑ.

�

Die geometrische Interpretation dieser Formel ist einleuchtend: Die Projektion
(x · n)n auf die Drehachse wird festgehalten während die Projektion p(x) = x −
(x · n)n auf die zur Drehachse orthogonale Ebene wird in dieser Ebene gedreht zu
einer Linearkombination von p(x) und dem dazu orthogonalen gleich langer Vektor
n ∧ p(x) = n ∧ x mit Koeffizienten cosϑ, sinϑ.

Insbesondere ist R3(ϑ) = R(e3, ϑ) und

R1(ϑ) := R(e1, ϑ) =

 1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

 .

Lemma 5.2.2.

(i) R(n, ϑ) = R(−n,−ϑ) = R(n,−ϑ)−1

(ii) R(n1, ϑ1)R(n2, ϑ2) = R(n′2, ϑ2)R(n1, ϑ1), wobei n′2 = R(n1, ϑ1)n2.

Beweis. (i) Klar. (ii) Mit der Abkürzung R = R(n1, ϑ1) haben wir, für alle
x ∈ R3,

RR(n2, ϑ2)x = (x · n2)Rn2 + [Rx− (x · n2)Rn2] cosϑ+R(n2 ∧ x) sinϑ

= (Rx ·Rn2)Rn2 + [Rx− (Rx ·Rn2)Rn2] cosϑ+Rn2 ∧Rx) sinϑ

= R(Rn2, ϑ2)R.

�

5.3. Die Eulerwinkel

Der folgende Satz zeigt, dass R1(ϑ) und R3(ϑ) die Gruppe SO(3) erzeugen.

Satz 5.3.1. Jedes A ∈ SO(3) lässt sich schreiben als

A = R3(ϕ)R1(ϑ)R3(ψ)

mit ϕ ∈ [0, 2π[, ϑ ∈ [0, π], ψ ∈ [0, 2π[.
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Abbildung 1. Die Eulerwinkel

Die Winkel ϕ, ϑ, ψ heissen Euler Winkel. Aus der nachfolgenden Konstruktion
ist ersichtlich, dass für ϑ 6= 0, π die Zerlegung eindeutig ist. Für ϑ = 0 (bzw.
π) ergeben (ϕ,ψ) und (ϕ + α mod 2π, ψ − α mod 2π) (bzw. (ϕ + α mod 2π, ψ +
α mod 2π)) dieselbe Matrix.

Beweis. (Satz 5.3.1) Sei e′i = Aei. Ist e′3 6= e3 oder −e3, so schneiden sich die
von e1, e2 aufgespannte Ebene und die von e′1, e

′
2 aufgespannte Ebene längs einer

Geraden durch den Ursprung. Sei e ein Einheitsvektor längs dieser Geraden. Wir
orientieren e so dass det(e3, e

′
3, e) > 0. Sei ϑ ∈ [0, π] der Winkel zwischen e3 und e′3,

ϕ der Winkel zwischen e1 und e und ψ der Winkel zwischen e und e′1. Die Winkel
seien so gemessen, dass die Drehung um die e3-Achse, die e1 nach e abbildet, eine
Drehung um e3 mit Winkel ϕ ist und die Drehung um die e′3-Achse, die e nach e′1
abbildet, eine Drehung um e′3 mit Winkel ψ ist. Offenbar ist

A = R(e′3, ψ)R(e, ϑ)R(e3, ϕ).

Die Drehungen R(e′3, ϑ), R(e, ϑ) sind um Koordinatenachsen von rotierten Ko-
ordinatensysteme zu verstehen. Wir können sie durch R(e1, ϑ) und R(e3, ψ) mit
Hilfe von Lemma 5.2.2 ausdrücken:

R(e, ϑ) = R(e3, ϕ)R(e1, ϑ)R(e3, ϕ)−1,

R(e′3, ψ) =
(
R(e, ϑ)R(e3, ϕ)

)
R(e3, ψ)

(
R(e, ϑ)R(e3, ϕ)

)−1
.

Einsetzen ergibt A = R(e3, ϕ)R(e1, ϑ)R(e3, ψ). Ist e3 = ±e′3 dann ist für alle e in
der e1e2-Ebene die obige Konstruktion möglich. �

5.4. Der Homomorphismus SU (2)→ SO(3)

Die Gruppe SU (2) kann geometrisch als dreidimensionale Sphäre S3 aufgefasst
werden:
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Lemma 5.4.1. Jede Matrix A ∈ SU (2) ist von der Form

A =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
, (α, β) ∈ C2, |α|2 + |β|2 = 1.

Beweis. A =
(
α
γ
β
δ

)
, detA = 1 ⇒ A−1 =

(
δ
−γ
−β
α

)
, A∗ =

(
ᾱ
β̄
γ̄
δ̄

)
. Da A∗ = A−1,

folgt δ = ᾱ, γ = −β̄, |α|2 + |β|2 = 1. �

Sei H0 der reelle Vektorraum aller hermiteschen spurfreien 2 × 2 Matrizen.
Da alle solche Matrizen der Form

(
z

x+iy
x−iy
−z
)
, x, y, z ∈ R3 sind, ist dimH0 = 3.

Wir definieren für X,Y ∈ H0, (X,Y ) = 1
2 tr (XY ). ( , ) ist ein Skalarprodukt

denn: (X,Y ) = (Y,X) (Zyklizität der Spur), ( , ) ist offensichtlich bilinear und
1
2 trX2 = 1

2 trX∗X = 1
2

∑
ij |Xij |2 ≥ 0, (= 0 ⇔ X = 0). Für A ∈ SU (2) definiere

die lineare Abbildung φ(A) : H0 → H0 durch

φ(A)X = AXA∗.

Es ist klar, dass φ(A)X hermitesch und spurfrei ist.

Satz 5.4.2.

(i) φ(AB) = φ(A)φ(B), A,B ∈ SU (2)
(ii) (φ(A)X,φ(A)Y ) = (X,Y ), A ∈ SU (2), X, Y ∈ H0.

d.h. φ definiert einen Homomorphismus von SU (2) nach der Gruppe der
orthogonalen Abbildungen von H0 nach H0.

Beweis. (i)φ(AB)X = ABX(AB)∗ = ABXB∗A∗ = φ(A)φ(B)X
(ii)tr (φ(A)Xφ(A)Y ) = tr (AXA∗AY A∗) = tr (A∗AXA∗AY ) = tr (XY ), da

A∗A = 1. �

Wir führen eine orthonormierte Basis in H0 ein, um die orthogonalen Abbil-
dungen von H0 mit O(3) zu identifizieren. Wie oben bemerkt ist jede Matrix in H0

von der Form

x̂ :=

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
=

3∑
j=1

xjσj , x ∈ R3,

wobei

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

die Pauli Matrizen sind. Diese Matrizen sind eine orthonormierte Basis, denn trσiσj =

2δij (Übung). Wir bezeichnen ebenfalls mit φ(A) ∈ O(3) die Matrix von φ(A) in
der orthonormierten Basis σ1, σ2, σ3. Wir haben also ein Homomorphismus φ :

SU (2)→ O(3) mit Ax̂A∗ = φ̂(A)x. Da SU (2) zusammenhängend ist (Jede Matrix

A ∈ SU (2) ist von der Form A1 mit At = B
(
eitθ 0

0 e−itθ

)
B−1, B ∈ SU (2), und der Weg

t 7→ At verbindet 1 mit A) und φ stetig ist, folgt det(φ(A)) = 1 für alle A ∈ SU (2),
also definiert φ einen Homomorphismus

φ : SU (2)→ SO(3).

Satz 5.4.3. φ : SU (2)→ SO(3) ist surjektiv mit Kern {±1}. Also ist SU (2)/{±1} '
SO(3).

Beweis. Der Kern von φ ist die Menge aller Matrizen A mit AXA∗ = X, für
alle X ∈ H0. Sei A =

(
α
−β̄

β
ᾱ

)
und X =

(
1
0

0
−1

)
. Es folgt |α|2− |β|2 = 1 und αβ = 0,

also β = 0 und |α|2 = 1. Mit X =
(

0
1

1
0

)
folgt α2 = 1. Also ist der Kern {±1}. Um
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die Surjektivität nachzuweisen genügt es nach Satz 5.3.1 zu zeigen, dass R1(ϑ) und
R3(ϑ) im Bild von φ sind. Eine explizite Rechnung zeigt

φ

(
cosϑ/2 −i sinϑ/2
−i sinϑ/2 cosϑ/2

)
= R1(ϑ), φ

(
e−iϑ/2 0

0 eiϑ/2

)
= R3(ϑ).

�

Es ist eine gute Übung in “Pauli Matrizengymnastik” folgende Formel für Dre-
hungen um beliebigen Achsen herzuleiten:

φ(1 cosϑ/2− in̂ sinϑ/2) = R(n, ϑ), n ∈ R3, |n| = 1.

Beachte, dass wenn ϑ von 0 nach 2π läuft, R(n, ϑ) einen Weg in SO(3) beschreibt,
der 1 mit 1 verbindet. Dagegen geht die entsprechende SU (2) Matrix von 1 nach
−1. Dies ist von grosser Bedeutung in der Quantenmechanik von Spin 1/2 Teilchen.

5.5. Der Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum (auch: Raumzeit) ist R4 versehen mit der symmetrischen
Bilinearform (“Minkowskimetrik”)

(x, y) = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3, x, y ∈ R4.

(Die Koordinaten eines Punktes werden konventionell von 0 bis 3 statt von 1 bis 4
numeriert).

Ein Vektor x ∈ R4 heisst zeitartig falls (x, x) > 0, raumartig falls (x, x) < 0
und lichtartig falls (x, x) = 0. Die Menge der lichtartigen Vektoren heisst Lichtkegel
K.

In der speziellen Relativitätstheorie sind x1, x2, x3 die Raumkoordinaten eines
Ereignisses bezüglich eines inertialen Bezugssystems. Die Zeitkoordinate ist t =
x0/c, wobei c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.

5.6. Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe O(1, 3) ist die Gruppe aller linearen Transformationen von
R4 die die Minkowskimetrik erhalten:

O(1, 3) = {A ∈ GL(4,R) | (Ax,Ay) = (x, y), ∀x, y ∈ R4}.
Die Elemente dieser Gruppe heissen Lorentztransformationen. Lorentztransformationen
bilden zeit- (licht-,raum-)artige Vektoren nach zeit- (licht-,raum-)artigen Vektoren
ab. Da 2(x, y) = (x+ y, x+ y)− (x, x)− (y, y), ist folgende Definition äquivalent:

O(1, 3) = {A ∈ GL(4,R) | (Ax,Ax) = (x, x), ∀x ∈ R4}.
In Matrixnotation besteht L aus allen 4× 4 Matrizen A = (Aij), so dass

AgAT = g, g =


1
−1

−1
−1

 .

oder
∑
klAikgklAjl = gij . Es folgt insbesondere für A ∈ L, dass

det(A) det(g) det(AT ) = det(g),

und also det(A) = ±1.

Definition 5.6.1. Eine Basis b0,. . . , b3 von R4 heisst orthonormiert (bezüglich
der Minkowskimetrik) falls (bi, bj) = gij für alle i, j = 0, . . . , 3.

Zum Beispiel ist die Standardbasis e0 = (1, 0, 0, 0), . . . , e3 = (0, 0, 0, 1) ortho-
normiert.
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Satz 5.6.1. Sind (bi)
3
i=0, (b′i)

3
i=0 zwei orthonormierte Basen vom Minkowski-

raum R4, so existiert genau eine Lorentztransformation A, so dass b′j = Abj.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, denn jede lineare Abbildung ist eindeu-
tig durch ihrer Wirkung aud Basisvektoren bestimmt. Es bleibt zu zeigen, dass
die durch Abj = b′j definierte Abbildung eine Lorentztransformation ist. Seien x =∑
xibi, y =

∑
yibi ∈ R4. Dann gilt (Ax,Ay) =

∑
xiyj(Abi, Abj) =

∑
xiyj(b

′
i, b
′
j) =∑

xiyj(bi, bj) = (x, y). �

Wendet man diesen Satz auf die Standardbasis an, so erhält man

Eine 4 × 4 Matrix ist genau dann in O(1, 3) wenn ihre Spalten bezüglich der
Minkowskimetrik orthonormiert sind.

Die Spalten einer Matrix beinhalten nämlich die Komponenten der Bilder von
Standardbasisvektoren.

5.7. Beispiele von Lorentztransformationen

(a) Orthogonale transformationen von R3. Ist R ∈ O(3) eine orthogonale Trans-
formation, so ist die 4× 4 Matrix

1 0 0 0
0
0 R
0


eine Lorentztransformation. Dadurch können wir O(3) als Untergruppe von O(1, 3)
auffassen, und schreiben einfach R um die obige 4× 4 Matrix zu bezeichnen.

(b) Lorentzboost. Der Lorentzboost in der 3-Richtung mit Rapidität χ ∈ R ist
die Lorentztransformation

L(χ) =


cosh(χ) 0 0 sinh(χ)

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh(χ) 0 0 cosh(χ)

 .

Die Spalten dieser Matrix sind tatsächlich orthonormiert, wie man leicht unter Be-
nutzung der Identität cosh(χ)2−sinh(χ)2 = 1 nachweist. Es gilt auch L(χ1)L(χ2) =
L(χ1 + χ2), also bilden diese Matrizen eine zu R isomorphe Untergruppe.

(c) Diskrete Lorentztransformationen. Die Lorentztransformationen P (“Raum-
spiegelung”) und T (“Zeitumkehr”)

P =


1
−1

−1
−1

 , T =


−1

1
1

1

 ,

bilden mit 1 und PT eine Abelsche Untergruppe der Ordnung 4.

Lemma 5.7.1. Für alle Lorentztransformationen A gilt AT = PA−1P = TA−1T .

Diese Identitäten folgen unmittelbar aus der definierenden Relationen AgAT =
g, unter Verwendung der Matrizenidentitäten P = g = −T .

Insbesondere ist die Transponierte einer Matrix aus O(1, 3) ebenfalls in O(1, 3)
und es folgt:

Eine 4 × 4 Matrix ist genau dann in O(1, 3) wenn ihre Zeilen bezüglich der
Minkowskimetrik orthonormiert sind.
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5.8. Struktur der Lorentzgruppe

Sei O+(1, 3) = {A ∈ O(1, 3) |A00 > 0} die Menge der Lorentztransformationen,
deren erstes Matrixelement positiv ist. Solche Transformationen heissen orthochron,
d.h. zeitrichtungerhaltend. Sei nämlich Z+ die Menge aller zeitartigen Vektoren,
deren 0−Komponente positiv ist.

Satz 5.8.1. O+(1, 3) ist eine Untergruppe von O(1, 3). Sie besteht aus den
Lorentztransformationen die Z+ nach Z+ abbilden.

Beweis. Wir beweisen zuerst die zweite Aussage. Sei A ∈ O+(1, 3) mit Ma-
trixelementen Aij und x ∈ Z+. Dann ist Ax ebenfalls zeitartig. Mit der Notation
~A0 = (A01, A02, A03) und ~x = (x1, x2, x3), ist die 0−Komponente von Ax

x′0 = A00x
0 + ~A0 · ~x

Da die erste Zeile von A zeitartig ist (sie erfüllt (a, a) = 1), hat man | ~A0| < A00

und mit |~x| < x0,

x′0 ≥ A00x
0 − | ~A0| |~x| > 0.

Also ist Ax ∈ Z+. Umgekehrt: bildet eine Lorentztransformation A Z+ nach sich
selbst, so ist insbesondere die 0−Komponente von Ae0 positiv. Das bedeutet, dass
A00 > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass O+(1, 3) eine Untergruppe ist. Es ist klar dass das
Produkt von Transformationen die Z+ nach sich selbst abbilden wieder dieselbe
EIgenschaft haben. Wir müssen nur noch zeigen, dass aus A ∈ O+(1, 3) A−1 ∈
O+(1, 3) folgt.

Da A(−x) = −Ax, bildet A die Menge Z− = −Z+ der zeitartigen Vektoren mit
negativer 0−Komponente ebenfalls nach sich selbst. Da A die Menge Z = Z+ ∪Z−
aller zeitartigen Vektoren bijektiv nach Z abbildet, folgt, dass A−1 auch in O+(1, 3)
liegt. �

Definition 5.8.1. Die orthochrone spezielle Lorentzgruppe SO+(1, 3) ist die
Gruppe der orthochronen Lorentztransformationen der Determinante 1.

Drehungen und Lorentzboosts sind in SO+(1, 3).

Satz 5.8.2. Jede Lorentztransformation ist in genau einer der folgenden Klas-
sen: SO+(1, 3), {PX |X ∈ SO+(1, 3)}, {TX |X ∈ SO+(1, 3)}, {PTX |X ∈ SO+(1, 3)}

Wir haben gesehen, dass die Determinante einer Lorentztransformation 1 oder
−1 ist. Da die erste Spalte einer Lorentztransformation ein zeitartiger Vektor ist,
ist notwendigerweise |A00| > 0, also entweder A00 > 0 oder A00 < 0. Wir ha-
ben also vier Möglichkeiten für die Vorzeichen der Determinante und des ersten
Matrixelements. Wenn X ∈ SO+(1, 3), dann ist

det = 1 det = −1
A00 > 0 X PX
A00 < 0 PTX TX

Lemma 5.8.3. Jede orthochrone spezielle Lorentztransformation ist von der
Form R1L(χ)R2, mit χ ∈ R und R1, R2 ∈ SO(3).

Beweis. Sei A ∈ SO+(1, 3) und es bezeichne a = (a0,~a) ∈ R4 die erste Spalte
von A. Ist R1 eine Drehung, die (0, 0, |~a|) nach ~a abbildet, so ist die erste Spalte
von R−1

1 A von der Form a′ = (u, 0, 0, v), mit u > 0 und u2 − v2 = 1. Also ist
u = cosh(χ) und v = sinh(χ) für geeignetes χ ∈ R. Also L(−χ)a′ = (1, 0, 0, 0) und
L(−χ)R−1

1 A ist eine Matrix mit erster Spalte (1, 0, 0, 0). Die erste Zeile hat dann
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die Form b = (1,~b), ~b ∈ R3. Da aber (b, b) = 1 − ~b · ~b = 1, folgt dass ~b = 0. Mit
L(−χ) = L(χ)−1, finden wir, dass L(χ)−1R−1

1 A eine Lorentztransformation der
Form 

1 0 0 0
0
0 R
0


mit Determinante 1. Die Bedingung, dass die Spalten orthonormiert bezüglich der
Minkowskimetrik, bedeutet, dass die Spalten von R bezüglich des Euklidischen
Skalarprodukts orthonormiert sind. Also ist R eine Drehung R2. �

Bemerkung 5.8.1. Dieses Lemma zeigt, dass SO+(1, 3) die Zusammenhangs-
komponente von O(1, 3) ist, die die Identität enthält (Siehe 1.2), und dass die
Zerlegung von Satz 5.8.2 die Zerlegung in Zusammenhangskomponenten ist. Lässt
man nämlich die Drehwinkel und die Rapidität in der Zerlegung R1L(χ)R2 kon-
tinuierlich variieren, so kann man jede Matrix in SO+(1, 3) durch einen Weg mit
der Identität verbinden. Dagegen können Matrizen der Form PX, TX, oder PTX,
X ∈ SO+(1, 3) nicht mit der Identität (oder miteinander) durch Wege verbunden
werden, da die Determinante und das erste Matrixelement niemals verschwinden,
also das Vorzeichnen nicht ändern können.

5.9. Inertiale Bezugssysteme

In der speziellen Relativitätstheorie heisst eine orthonormierte Basis (bi) ein
(inertiales) Bezugssystem. Darunter kann man sich eine Beobachterin oder einen
Beobachter am Ursprung eines Euklidischen Achsensystem und eine Uhr vorstel-
len 1. Ein Punkt x im Minkowski-Raum heisst Ereignis. Die Koordinaten von x
im Bezugssystem (bi) sind durch x =

∑
xibi gegeben; x1, x2, x3 sind die Raum-

koordinaten und t = x0/c ist die Zeitkoordinate des Ereignisses. Dabei ist c die
Lichtgeschwindigkeit.

Ein Punktteilchen wird in einem Bezugssystem durch eine Bahn ~x(t) beschrie-
ben, die die Raumkoordinaten als Funktion der Zeit gibt. Im Minkowski-Raum
haben wir also eine Kurve, die Weltlinie des Teilchens, mit parametrischer Darstel-
lung bezüglich (bi)

x0 = ct, ~x = ~x(t), t ∈ R.
Für Teilchen, die sich langsamer als das Licht bewegen ist die Weltlinie eine Kurve
im Minkowski-Raum, deren Tangentialvektor dx/dt stets zeitartig ist.

Ist (b′i) ein zweites Bezugssystem und Λ ∈ O(1, 3) mit bi = Λb′i =
∑
j Λjibj , so

werden die Koordinaten xi′ eines Ereignis im Bezugssystem (b′i) aus den Koordina-
ten xi desselben Ereignis im Bezugssystem (bi) durch die Lorentztransformation Λ
gegeben:

xi′ =
∑
j

Λijx
j .

Die Bahn eines Punktteilchen ~x′(t) bezüglich (b′i) ist dann durch

xi′(t′) =

3∑
j=0

Λijx
j(t), i = 1, 2, 3,

als Funktion der Bahn bezüglich (bi) gegeben, wobei ct′ =
∑
j Λ0jx

j(t) implizit t

durch t′ ausdruckt.

1Wir betrachten hier Bezugssysteme mit übereinstimmendem Ursprung zur Zeit 0. Allgemei-
ner kann man eine Verschiebung des Ursprungs mit wenig Änderung betrachten
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Sei zum Beispiel Λ = L(χ), der Lorentzboost in der z-Richtung mit Rapi-
dität χ. Dann ist ein Teilchen, das sich in Ruhe im Ursprung des Bezugssystems
(bi) befindet, durch die Weltlinie x0(t) = ct, ~x(t) = 0 beschrieben. Im Bezugssy-
stem (b′i) ist dieses Teilchen durch die Bahn t′ 7→ ~x′(t′) mit x1′ = x2′ = 0 und
x3′(t′) = tanh(χ)ct′ beschrieben. Also bewegt sich der Urprung des Bezugssystems
(bi) (oder allgemeiner jedes bezüglich (bi) ruhendes Teilchen) für den Beobachter des
Bezugssystem (b′i) mit konstanter Geschwindigkeit v = tanh(χ)c in der z-Richtung.

5.10. Der Isomorphismus SL(2,C)/{±1} → SO+(1, 3)

Algebraisch wird dieser Isomorphismus gegeben, indem wir den Minkowski-
Raum mit dem vierdimensionalen Raum H aller Hermiteschen 2 × 2 Matrizen
identifizieren: jede solche Matrix hat nämlich die Form

x̂ =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
= x01 +

3∑
j=1

xjσj ,

wobei x ∈ R4 ist. Setzt man x0 = 0 in dieser Formel, so erhält man wieder die
früher definierte Abbildung x 7→ x̂ von R3 nach H0.

Lemma 5.10.1. Für alle x ∈ R4 gilt (x, x) = det(x̂)

Beweis. Klar. �

Für jede Matrix A ∈ SL(2,C) definieren wir die lineare Abbildung von H nach
H:

X 7→ AXA∗

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn mit X ist auch AXA∗ Hermitesch. Also
gibt es eine lineare Abbildung φ(A) von R4 nach R4, so dass

Ax̂A∗ = φ̂(A)x.

Die Determinante von AXA∗ ist det(A) det(X) det(A∗) = det(X)|det(A)|2 also
gleich det(X) für A ∈ SL(2,C). Es folgt aus dem Lemma, dass φ(A) ∈ O(1, 3).

Beispiel 5.10.1. A = Wθ =
(
eθ

0
0
e−θ

)
, θ ∈ R.

Wθx̂W
∗
θ =

(
e2θ(x0 + x3) x1 − ix2

x1 + ix2 e−2θ(x0 − x3)

)
.

Also ist φ(A)x = x′, mit x′1 = x1, x′2 = x2, und

x′0 =
1

2
(e2θ(x0 + x3) + e−2θ(x0 − x3)) = cosh(2θ)x0 + sinh(2θ)x3,

und x′3 = sinh(2θ)x0 + cosh(2θ)x3. Es folgt dass φ(Wθ) = L(2θ), der Lorentzboost
mit Rapidität 2θ.

Satz 5.10.2. φ ist ein surjektiver Homomorphismus von SL(2,C) nach SO+(1, 3)
mit Kern {±1}. Also induziert φ ein Isomorphismus SL(2,C)/{±1} → SO+(1, 3).
Die Einschränkung von φ auf SU (2) ⊂ SL(2,C) ist der Homomorphismus 5.4
SU (2)→ SO(3).

Beweis. Da A∗ = A−1 für A ∈ SU (2), ist es klar, dass die Einschränkung von
φ auf SU (2) mit dem früher definierten homorphismus SU (2) → SO(3) überein-
stimmt.

Die Abbildung φ ist ein Homomorphismus, denn

(AB)X(AB)∗ = ABXB∗A∗.
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Um zu zeigen, dass das Bild dieses Homomorphismus in SO+(1, 3) enthalten ist,
genügt es zu zeigen, dass SL(2,C) zusammenhängend ist. Ist nämlich A ∈ SL(2,C)
und t 7→ At ∈ SL(2,C) ein Weg mit A0 = 1, A1 = A, so hängt det(φ(At)) stetig von
t ab, kann also nicht Vorzeichen wechseln. Da det(φ(A0)) = 1, ist auch det(φ(A)) =
1. Ähnlich folgt, dass φ(A)00 > 0, also φ(A) ∈ SO+(1, 3).

Die Gruppe SL(2,C) ist zusammenhängend, denn es folgt aus dem Jordanschen

Normalformsatz, dass jede Matrix in SL(2,C) von der Form A = D
(
a b

0 a−1

)
D−1 ist.

Wählt man irgendwelche Kurve t 7→ at (t ∈ [0, 1]) in der komplexen Ebene, mit

at 6= 0, so dass a0 = 1, a1 = a, so verbindet der Weg t 7→ A = D
( at tb

0 a−1
t

)
D−1 die

Identitätsmatrix mit der vorgegebene Matrix A.
Der Homomorphismus φ ist surjektiv, denn jede Matrix B ∈ SO+(1, 3) ist,

nach Lemma 5.8.3, von der Form R1L(χ)R2. Sind also A1, A2 ∈ SU (2) so, dass
φ(Ai) = Ri (solche Matrizen existieren wegen Satz 5.4.3), so gilt

φ(A1Wχ/2A2) = B.

Der Kern von φ besteht aus den Matrizen A ∈ SL(2,C) mit der Eigenschaft, dass
Ax̂A∗ = x̂. Für x = (1, 0, 0, 0) erhält man die Gleichung AA∗ = 1, also A ∈ SU (2).
Es folgt dann, wie im SU (2) Fall, dass A = ±1. �

5.11. Die Lorentzgruppe und der Sternhimmel

Der Isomorphismus φ hat eine physikalisch-geometrische Bedeutung in der klas-
sischen Relativitätstheorie.

Ein Lichtstrahl (durch den Ursprung) ist eine lichtartige Gerade {λx, λ ∈ R},
x 6= 0 mit (x, x) = 0. Die Menge aller Lichtstrahlen bezeichnen wir mit S(K).
Lorentztransformationen sind linear und bilden lichtartige Vektoren nach lichtarti-
gen Vektoren ab. Also bilden sie Lichtstrahlen nach Lichtstrahlen ab. In anderen
Worten induziert jede Lorentztransformation Λ eine Abbildung SΛ : S(K)→ S(K)
auf der Menge der Lichtstrahlen.

Physikalisch hat diese Abbildung folgende Bedeutung: eine in einem Bezugs-
system in Ruhe im Ursprung befindende Beobachterin sieht zur Zeit 0 den Himmel
an: auf ihr kommen Lichtstrahlen von weiten Sternen an. Ein anderer Beobachter
ist in Ruhe im Ursrung bezüglich eines anderen Bezugssystems. Die Koordinaten
eines Ereignisses bezüglich dieses zweiten Bezugssystems seien durch eine Lorentz-
transformation Λ als Funktionen der Koordinaten bezüglich des ersten gegeben.
Das Bild vom Sternhimmel zur Zeit 0 des Beobachters wird dann aus dem Bild vom
Sternhimmel der Beobachterin durch die zugehörige Abbildung SΛ : S(K)→ S(K)
gewonnen.

Diese Abbildung wird expliziter beschrieben, wenn wir den Himmel als eine
Kugeloberfläche (das Himmelsgewölbe) auffassen: jedem Lichtstrahl durch den Ur-
sprung ordnet man einen Punkt auf einer Kugeloberfläche von Radius 1 zu, den
Punkt auf dem Lichtstrahl mit 0-Koordinate x0 = −1. Das gibt eine Identifikation
von S(K) mit der Einheitssphäre S2, und wir fassen SΛ als eine Abbildung von S2

nach S2 auf.

Satz 5.11.1. Die Abbildung Λ 7→ SΛ ist ein Isomorphismus von der orthochro-
nen speziellen Lorentzgruppe SO+(1, 3) nach der Gruppe der winkeltreuen, orien-
tierungserhaltenden Transformationen der Einheitssphäre S2.

Also sieht die Beobachterin im bewegten Bezugssystem ein zwar verzerrtes Bild
des Himmels, sie wird aber dieselben Winkel messen wie im Ruhesystem.

Die konforme Gruppe von S2, die Gruppe der winkeltreuen, orientierungserhal-
tenden Transformationen von S2, ist isomorph zur Möbiusgruppe, welche ihrerseits
zur Gruppe SL(2,C)/{±1} isomorph ist (S. Beispiel 1.1.11). Wir erhalten also ein
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Isomorphismus ψ : SL(2,C)/{±1} → SO+(1, 3). Wie dieser Isomorphismus aus-
sieht hängt von der Identifikation der konformen Gruppe mit SL(2,C)/{±1}. Wir
beweisen Satz 5.11.1, indem wir ψ explizit berechnen für die durch die stereogra-
phische Projektion bezüglich des Nordpols definierte Identifikation der konformen
Gruppe mit SL(2,C)/{±1}. Wir werden sehen, dass ψ sich von φ um eine einfache
Konjugation unterscheidet.

Zuerst fassen wir die Theorie der Möbiustransformationen kurz zusammen. Es
bezeichne p : S2 → C̄ = C ∪ {∞} die stereographische Projektion:

p(x1, x2, x3) =
x1 + ix2

1− x3

Diese Projektion sendet einen Punkt x auf der Kugeloberflächen nach dem Dur-
schnitt der durch den Nordpol (0, 0, 1) und x gehenden Gerade mit der (mit C
identifizierten) x-y Ebene. Der Nordpol wird nach ∞ abgebildet. Die stereographi-
sche Projektion ist eine winkeltreue bijektive Abbildung mit inverser Abbildung

p−1(z) =

(
2Re(z)

|z|2 + 1
,

2Im(z)

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
.

Eine Möbiustransformation ist eine bijektive Abbildung C̄ → C̄ der Form
γA(z) = (az + b)/(cz + d), (f(∞) := a/c). Die Koeffizienten werden dabei in einer

Matrix A =
(
a b
c d

)
zusammengefasst. Da

a1
a2z+b2
c2z+d2

+ b1

c1
a2z+b2
c2z+d2

+ d1

=
(a1a2 + b1c2)z + a1b2 + b1d2

(c1a2 + d1c2)z + b1c2 + d1d2
,

ist die Zusammensetzung von Möbiustransformationen wieder eine Möbiustrans-
formation, und es gilt

γA1
◦ γA2

= γA1A2
.

Insbesondere ist γA genau dann invertierbar wenn A invertierbar ist, also wenn
det(A 6= 0). Die Inverse ist dann die Möbiustransformation γA−1 . Da die Möbius-
transformation γA(z) sich nicht ändert, wenn die Koeffizienten a, b, c, d mit einer
nichtverschwindenden Konstanten multipliziert werden, können wir annehmen, dass
det(A) = ad − bc = 1. Somit haben wir ein surjektiver Homomorphismus A 7→ γA
von SL(2,C) nach der Gruppe M der Möbiustransformationen. Der Kern dieses
Homomorphismus ist {±1}. Also ist M isomorph zu SL(2,C)/{±1}.

Satz 5.11.2. Sei Λ ∈ SO+(1, 3). Identifiziert man die Menge der Lichtstrahlen
S(K) mit S2 und, via stereographische Projektion, mit C̄, so ist SΛ eine Möbius-
transformation γA. Die Abbildung Λ 7→ A ist ein Isomorphismus ψ−1 : SO+(1, 3)→
SL(2,C) und es gilt

ψ(A) = φ(QAQ−1), Q =

(
0 −1
1 0

)
.

Beispiel 5.11.1. Der Boost Λ = L(χ) in z-Richtung sendet den Lichtstrahl
durch den Punkt (−1, x1, x2, x3) ∈ K nach dem Lichtstrahl durch

(− cosh(χ) + x3 sinh(χ), x1, x2,− sinh(χ) + x3 cosh(χ)),

also durch (−1, x1′, x2′, x3′) mit

x1′ = x1

cosh(χ)−x3 sinh(χ) , x2′ = x2

cosh(χ)−x3 sinh(χ) ,

x3′ = − sinh(χ)+x3 cosh(χ)
cosh(χ)−x3 sinh(χ) .
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Die stereographische Projektion dieses Punktes ist z′ = (x1′ + ix2′)/(1 − x3′) =
e−χ(x1 + ix2)/(1− x3). Somit entpricht SΛ der Möbiustransformation

z 7→ e−χz = γ
( e−χ/2 0

0 eχ/2)
(z).

Satz 5.11.2 wird am natürlichsten bewiesen, indem C̄ als komplexen eindimen-
sionalen projektiven Raum CP 1 aufgefasst wird. CPn ist der Raum aller eindimen-
sionalen Unterräumen von Cn+1. Im Falle n = 1 schreiben wir [z1, z2] ∈ CP 1 für
den durch (z1, z2) 6= 0 aufgespannten Unterraum. Dann ist die Bijektion CP 1 → C̄
durch [z1, z2] 7→ z1/z2 gegeben. Es ist leicht zu zeigen, dass diese Abbildung eine
wohldefinierte Bijektion ist. Die Möbiustransformationen stammen dann aus linea-
ren Abbildungen von C2 nach C2: eine A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) bildet [z1, z2] nach dem

Unterraum [az1 + bz2, cz1 + dz2] ab, also z = z1/z2 nach (az1 + bz2)/(cz1 + dz2) =
γA(z).

Dann hat die Bijektion S(K) → C̄ = CP 1 folgende Interpretation: sie bildet
einen Lichtstrahl {λx |λ ∈ R}, x ∈ K − {0} nach dem Bildraum der Matrix x̂ ab.
Da det(x̂) = (x, x) = 0 und x 6= 0, hat x̂ einen eindimensionalen Bildraum, der
durch (x0 + x3, x1 + ix2) aufgespannt wird. Ist x0 = −1 so ist der entsprechende
Punkt in C̄:

−1 + x3

x1 + ix2
= − 1

p(x1, x2, x3)
= γQ(p(x1, x2, x3))

Falls Λ = φ(A), dann ist Λ̂x = Ax̂A∗. Also

Bild(Λ̂x) = {Ax̂A∗w |w ∈ C2} = Bild(Ax̂) = ABild(x̂).

Somit induziert die Lorentztransformation Λ die Möbiustransformation γQγAγ
−1
Q =

γQAQ−1 auf C̄. Der Satz ist bewiesen.



KAPITEL 6

Lie-Algebren

Literatur: [4], [8]. Vertiefung: [7], [9]

6.1. Exponentialabbildung

Sei Mat(n,K), K = R oder C, der Vektorraum aller n×n Matrizen mit Elemen-

ten in K. Durch die Identifikation mit Kn2

, x = (xij) 7→ (x11, x12, . . . , xnn) erhält
Mat(n,K) eine Norm

‖x‖ =

 n∑
i,j=1

|xij |2
1/2

= (tr(X∗X))1/2.

Lemma 6.1.1. ‖XY ‖ ≤ ‖X‖‖Y ‖, ∀X,Y ∈ Mat(n,K).

Beweis.

‖XY ‖2 =

n∑
i,j=1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

XikYkj

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑

i,j=1

(
n∑
l=1

|X̄il|2
n∑

m=1

|Ymj |2
)

= ‖X‖2‖Y ‖2.

Im zweiten Schritt wurde die Schwarzsche Ungleichung |(u, v)|2 ≤ ‖u‖2‖v‖2 für
uk = X̄ik und vk = Ykj (bei festem i, j) verwendet. �

Lemma 6.1.2. Die Reihe

exp(X) =

∞∑
k=0

1

k!
Xk

konvergiert absolut für alle X ∈ Mat(n,K).

Beweis. Aus Lemma 6.1.1 folgt induktiv, dass ‖Xk‖ ≤ ‖X‖k. Also ist ‖ 1
k!X

k‖ ≤
1
k!‖X‖

k und
∑∞
k=0 ‖

1
k!X

k‖ ≤ e‖X‖ <∞. �

Es folgt, dass die Matrixelemente von exp(X) absolut konvergente Reihen in
den Matrixelementen Xij von X sind, und somit analytisch von Xij abhängen.

Lemma 6.1.3. Seien X,Y ∈ Mat(n,K), K = R oder C.

(i) exp(X) exp(Y ) = exp(X + Y ) falls XY = Y X
(ii) exp(X) ist invertierbar, exp(X)−1 = exp(−X)

(iii) A exp(X)A−1 = exp(AXA−1), A ∈ GL(n,K)
(iv) det(exp(X)) = exp(tr(X))
(v) exp(X∗) = (exp(X))∗, exp(XT ) = (exp(X))T

Beweis. (i)

exp(X) exp(Y ) =

∞∑
j=0

1

j!
Xj

∞∑
k=0

1

k!
Y k =

∞∑
k,j=0

1

j!k!
XjY k

=

∞∑
n=0

1

n!

n∑
j=0

n!

j!(n− j)!
XjY n−j =

∞∑
n=0

1

n!
(X + Y )n

= exp(X + Y ).

43
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Die Vertauschung der Summationen ist bei absoluter Konvergenz erlaubt.
(ii)Aus (i) folgt insbesondere exp(X) exp(−X) = exp(−X) exp(X) = 1.

(iii)A

( ∞∑
j=0

Xj

j!

)
A−1 =

∞∑
j=0

(
AXjA−1

j!

)
=

∞∑
j=0

(AXA−1)j

j!
.

(iv)Sei X = AY A−1, wobei Y eine obere Dreiecksmatrix ist, und A ∈ GL(n,C).
Sind y1, . . . , yn ∈ C die Diagonalelemente von Y , so ist für alle k ≥ 1 Y k eine
Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen yk1 , . . . , y

k
n (Induktion nach k). Folglich ist

exp(Y ) ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen ey1 , . . . , eyn .
Also

det(exp(Y ) = ey1 · · · eyn = ey1+···+yn = etrY .

Die Behauptung folgt aus (iii) mit det(AZA−1) = detZ und tr(AY A−1) = tr(Y ).
(v)(Xk)∗ = (X∗)k. Die Behauptung folgt unter Verwendung der Stetigkeit der

Abbildung X 7→ X∗. Analog (Xk)T = (XT )k. �

Die Abbildung Mat(n,K) → GL(n,K), X 7→ exp(X) heisst Exponentialabbil-
dung.

Beispiel 6.1.1. exp
(

0
0
a
0

)
= 1 +

(
0
0
a
0

)
=
(

1
0
a
1

)
. Allgemein für nilpotente Matri-

zen N ist exp(N) ein Polynom in N

exp(N) = 1 +N +
N2

2!
+ · · ·+ Nk

k!

Beispiel 6.1.2. Sei X =
(

0
ϕ
−ϕ
0

)
. Aus X2 = ϕ2(−1) folgt

X2k = ϕ2k(−1)k1

X2k+1 = ϕ2k+1(−1)k
(

0 −1
1 0

)
exp(X) =

∞∑
k=0

1

(2k)!
X2k +

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
X2k+1

=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
ϕ2k1 +

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
ϕ2k+1

(
0 −1
1 0

)
= cosϕ1 + sinϕ

(
0 −1
1 0

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
∈ SO(2)

Beispiel 6.1.3. Sei X = i
∑3
j=1 njσj , |n| = 1. Dann ist X2 = −1 und

exp(ϑX) = cosϑ1 + sinϑX.

Lemma 6.1.4. Die Abbildung

exp : Mat(n,K)→ GL(n,K)

ist in einer Umgebung von 0 invertierbar, d.h es existiert eine Umgebung U von 0
so dass die Abbildung exp : U 7→ exp(U) invertierbar ist. Die inverse Abbildung ist
durch eine absolut konvergente Potenzreihe gegeben.

Beweis. Die Reihe

logX =

∞∑
n=1

(−1)n+1 (X − 1)n

n

ist für ‖X − 1‖ < 1 absolut konvergent, denn
∞∑
n=1

∥∥∥∥(−1)n+1 (X − 1)n

n

∥∥∥∥ ≤ ∞∑
n=1

‖X − 1‖n

n
= − log(1− ‖X − 1‖) <∞.
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Es folgt, dass exp(logX) = X falls ‖X −1‖ < 1 und log(expX) = X für ‖ expX −
1‖ < 1. �

6.2. Einparametergruppen

Definition 6.2.1. Eine Abbildung R → GL(n,K), t 7→ X(t), K = R oder C,
heisst Einparametergruppe falls sie stetig differenzierbar ist, X(0) = 1 und für alle
t, s ∈ R X(s+ t) = X(s)X(t) gilt.

Das Bild einer solchen Abbildung ist eine Untergruppe mit X(t)−1 = X(−t).

Satz 6.2.1.

(i) Für alle X ∈ Mat(n,K) ist t 7→ exp(tX) eine Einparametergruppe.
(ii) Alle Einparametergruppen sind von dieser Form.

Definition 6.2.2. X heisst infinitesimaler Erzeugender der Einparametergrup-
pe t 7→ exp(tX).

Beweis. (i)Da tXsX = sXtX ist nach Lemma 6.1.3(i) exp(tX) exp(sX) =
exp(tX + sX). exp(tX) ist stetig differenzierbar und d

dt exp(tX) = exp(tX)X.
(ii)Sei t 7→ X(t) eine Einparametergruppe. Dann ist X(t) Lösung der Differen-

tialgleichung

d

dt
X(t) = lim

h→0

X(t+ h)−X(t)

h
= lim
h→0

X(t)X(h)−X(t)

h

= X(t) lim
h→0

X(h)− 1

h
= X(t)Ẋ(0)

mit Anfangsbedingung X(0) = 1. Aus dem Eindeutigkeitssatz für Differentialglei-
chungen erster Ordnung folgt

X(t) = exp(tẊ(0)).

�

6.3. Matrix-Lie-Gruppen

Sei G ⊂ GL(n,K) eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K) (abgeschlos-
sen heisst: Für jede Folge (gj) in G, die in GL(n,K) konvergiert, liegt der Grenzwert
limj→∞ gj auch in G). Wir definieren

Lie(G) = {X ∈ Mat(n,K) | exp(tX) ∈ G ∀t ∈ R}.
Lie(G) heisst Lie-Algebra der Lie-Gruppe G.

Satz 6.3.1. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K), K = R oder
C. Dann ist Lie(G) ein reeller Vektorraum, und für alle X,Y ∈ Lie(G), XY −Y X ∈
Lie(G).

Dieser Satz wird später bewiesen. Da wir uns nur für diese Lie-Gruppen inter-
essieren benützen wir folgende Definition von Lie-Gruppen:

Definition 6.3.1. Eine (Matrix-)Lie-Gruppe ist eine abgeschlossene Unter-
gruppe von GL(n,K).

Es stellt sich heraus, dass abgeschlossene Untergruppen von GL(n,K) tatsächlich
Lie-Gruppen im Sinne von Abschnitt 1.2 sind (S. Satz 6.4.2). Die Lie-Algebra einer
Lie-Gruppe G kann dann als Tangentialraum T1G am Einselement 1 ∈ G alternativ
definiert werden:

Lemma 6.3.2. Lie(G) besteht aus allen Tangentialvektoren Ẋ(0) = d
dtX(t)|t=0

von glatten Kurven X : ]− ε, ε[→ G mit X(0) = 1 und ε > 0.
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Beweis. Einparametergruppen in G sind glatte Kurven durch 1 also sind ihre
infinitesimale Erzeugenden Tangentialvektoren der verlangten Form. Umgekehrt
müssen wir zeigen, dass Ẋ(0) ∈ Lie(G) für jede glatte Kurve X : ] − ε, ε[→ G mit

X(0) = 1, also dass exp(tẊ(0)) ∈ G für alle t ∈ R. Dafür betrachten für jeden fest
t ∈ R die Folge X(t/n)n ∈ G. Für n ∈ N gross genug ist X(t/n) definiert und nahe
bei 1 und somit im Definitionsbereich des Logarithmus. Es folgt

X(t/n)n = exp (n log(X(t/n)))

= exp

(
n log

(
1 + Ẋ(0)

t

n
+O(1/n2)

))
= exp

(
n

(
Ẋ(0)

t

n
+O(1/n2)

))
= exp(tẊ(0) +O(1/n)))→ exp(tẊ(0)), n→∞.

Da G abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in G also exp(tẊ(0)) ∈ G. �

Die Gruppen (S)U(n,m), (S)O(n,m), GL(n,K), SL(n,K), Sp(n), sind alle
Matrix-Lie-Gruppen. Sie werden nämlich als Mengen von gemeinsamen Nullstellen
von stetigen Funktionen f : GL(n,K) → K definiert, und sind deswegen abge-
schlossen: Z. B. besteht SL(n,K) aus den Nullstellen der stetigen Funktion f(A) =
det(A) − 1. Ein Gegenbeispiel ist die nicht abgeschlossene Untergruppe GL(n,Q)
von GL(n,R) der inveritierbaren Matrizen mit rationalen Koeffizienten.

Wir definieren den Kommutator von X und Y ∈ Mat(n,K) durch

[X,Y ] = XY − Y X.

Folgende Eigenschaften sind leicht nachzuprüfen.

(i) [λX + µY,Z] = λ[X,Z] + µ[Y,Z], λ, µ ∈ K
(ii) [X,Y ] = −[Y,X]
(iii) [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y,Z], X] = 0 (Jacobi Identität).

Definition 6.3.2. Eine reeller oder komplexer Vektorraum g, versehen mit
einer Abbildung (“Lie-Klammer”) [ , ] : g × g → g, welche die Eigenschaften
(i)-(iii) hat, heisst (reelle bzw. komplexe) Lie-Algebra. Ein Homomorphismus ϕ :
g1 → g2 von Lie-Algebren g1, g2 ist eine lineare Abbildung, so dass [ϕ(X), ϕ(Y )] =
ϕ([X,Y ]). Bijektive Homomorphismen heissen Isomorphismen.

Also besagt Satz 6.3.1, dass Lie(G) die Struktur einer reellen Lie-Algebra hat.

Beispiel 6.3.1. Lie(GL(n,K)) = Mat(n,K) als reeller Vektorraum betrachtet.
Diese Lie-Algebra wird mit gl(n,K) bezeichnet. Eine Basis von gl(n,R) ist durch die
Matrizen Eij , i, j = 1, . . . , n, mit Matrixelementen (Eij)kl = δikδjl. Die Lie-Algebra
Struktur ist in dieser Basis durch die Kommmutationsrelationen

[Eij , Ekl] = Eilδjk − Ejkδil

gegeben. Die Dimension ist n2. In gl(n,C) hat man die Basis (Eij ,
√
−1Eij)

n
i,j=1.

dim gl(n,C) = 2n2.

Beispiel 6.3.2. u(n) := Lie(U(n)), su(n) := Lie(SU (n)).

Lemma 6.3.3.

u(n) = {X ∈ Mat(n,C) |X∗ = −X}
su(n) = {X ∈ Mat(n,C) |X∗ = −X, trX = 0}.
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Beweis. Sei X ∈ u(n). Dann gilt für alle t ∈ R

(exp(tX))∗ exp(tX) = 1.

Da (exp(tX))∗ = exp(tX∗), folgt nach Ableitung nach t an der Stelle 0

X +X∗ = 0.

Ist X ∈ su(n) so ist zusäztlich 1 = det exp(tX) = exp(t trX) für alle t ∈ R.
Also trX = 0. Umgekehrt folgt aus X∗ = −X und t ∈ R, (exp(tX))∗ exp(tX) =
exp(−tX) exp(tX) = 1 und, falls trX = 0, det exp(tX) = 1. �

Die Dimension des reellen Vektorraums u(n) (bzw. su(n)) ist n2 bzw. n2 − 1.

Beispiel 6.3.3. o(n) := Lie(O(n)), so(n) := Lie(SO(n)). Ganz analog beweist
man

Lemma 6.3.4.

o(n) = so(n) = {X ∈ Mat(n,R) |XT = −X}.

Beachte, dass Matrizen X mit XT = −X verschwindende Diagonalelemente
haben. Also ist die Bedingung trX = 0 automatisch erfüllt. Die Dimension von
so(n) ist 1

2 (n2 − n).

Beispiel 6.3.4. sp(2n) = Lie(Sp(2n)). In geeigneter Basis ist ω(x, y) = xTJy,
wobei J die Matrix

J =

(
0 −1
1 0

)
ist (1 ist die n× n Einheitsmatrix hier).

Also ist Sp(2n) = {A ∈ Mat(2n,R) |ATJA = J} und es folgt sp(2n) = {X ∈
Mat(2n,R) |XTJ + JX = 0} Somit besteht sp(2n) aus allen Matrizen der Form(

A B
C −AT

)
, B = BT , C = CT

(Übung).

Beispiel 6.3.5.
5) su(2) = {X ∈ Mat(2,C) |X +X∗ = 0, trX = 0}.

Eine Basis ist durch die Pauli Matrizen gegeben:

t1 = iσ1 =

(
0 i
i 0

)
, t2 = iσ2 =

(
0 1
−1 0

)
, t3 = iσ3 =

(
i 0
0 −i

)
,

und es gilt [tj , tk] = −
∑3
l=1 2εjkltl. Hier ist ε123 = 1 und εijk ist antisymmetrisch

unter Vertauschungen der Indizes.

6.4. Die Campbell–Baker–Hausdorff Formel

Wir werden Satz 6.3.1 mit Hilfe der Campbell–Baker–Hausdorff Formel bewei-
sen.

Satz 6.4.1. (CBH) Seien X,Y ∈ Mat(n,K). Für t klein genug gilt

exp(tX) exp(tY ) = exp

(
tX + tY +

t2

2
[X,Y ] +O(t3)

)
.
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Beweis. Für t klein ist ‖ exp(tX) exp(tY )− 1‖ < 1. Also, nach Lemma 6.1.4,
exp(tX) exp(tY ) = expZ(t), wobei Z(t) =

∑∞
n=1 t

nZn eine für kleine t konvergente
Reihe ist. Wir vergleichen Koeffizienten:

exp(tX) exp(tY ) =

(
1 + tX +

t2

2
X2 + . . .

)(
1 + tY +

t2

2
Y 2 + . . .

)
= 1 + t(X + Y ) +

t2

2
(X2 + 2XY + Y 2) + . . .

expZ(t) = 1 + Z1t+

(
1

2
Z2

1 + Z2

)
t2 + . . .

Also ist Z1 = X + Y , Z2 = 1
2 (X2 + 2XY + Y 2)− 1

2 (X + Y )2 = 1
2 [X,Y ]. �

Bemerkung 6.4.1. Man kann zeigen (und dies ist die vollständige Fassung
des CBH Satzes), dass für kleine t, exp(tX) exp(tY ) = exp(

∑∞
k=1 t

kZk), wobei Zk
eine Linearkombination von k-fachen Kommutatoren ist, d.h. von Ausdrücken, die
aus X und Y durch (k − 1)-fache Anwendung der Operatoren [X, ·], [Y, ·] erzeugt
werden. Beispiele:

Z3 =
1

12
([X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]), Z4 = − 1

24
[X, [Y, [X,Y ]]].

Also bestimmt die Lie-Algebra die Gruppenmultiplikation in der Umgebung des
Einselementes.

Beweis von Satz 6.3.1:
1) Lie(G) ist ein reeller Vektorraum.
Sei X ∈ Lie(G). Dann ist auch nach Definition λX ∈ Lie(G) für alle λ ∈ R.

Seien X,Y ∈ Lie(G), t ∈ R. Wir zeigen, dass X + Y ∈ Lie(G). Für n→∞ gilt

exp

(
1

n
tX

)
exp

(
1

n
tY

)
= exp

(
t

n
(X + Y ) +O

(
1

n2

))
.

Mit (expA)n = exp(nA) folgt

An =

[
exp

(
1

n
tX

)
exp

(
1

n
tY

)]n
= exp

(
t(X + Y ) +O

(
1

n

))
n→∞→ exp(t(X+Y )).

Die Folge An ist in G und konvergiert in GL(n,K) gegen exp(t(X + Y )). Da G
abgeschlossen ist, ist also exp(t(X + Y )) ∈ G.

2)X,Y ∈ Lie(G)⇒ [X,Y ] ∈ Lie(G).
Wir zeigen zuerst, dass exp([X,Y ]) ∈ G:

G 3 exp

(
± 1

n
X

)
exp

(
± 1

n
Y

)
= exp

(
± 1

n
(X + Y ) +

1

2n2
[X,Y ] +O

(
1

n3

))
und also

Bn =

[
exp

(
1

n
X

)
exp

(
1

n
Y

)
exp

(
− 1

n
X

)
exp

(
− 1

n
Y

)]n2

=

[
exp

(
1

n
(X + Y ) +

1

2n2
[X,Y ]− 1

n
(X + Y ) +

1

2n2
[X,Y ] +O

(
1

n3

))]n2

= exp

(
[X,Y ] +O

(
1

n

))
n→∞→ exp([X,Y ]).

Da Bn ∈ G für alle n, folgt exp([X,Y ]) = limn→∞Bn ∈ G. Nach Ersetzen von X
durch tX folgt dass auch exp(t[X,Y ]) ∈ G für alle t ∈ R.
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Satz 6.4.2. (ohne Beweis) Sei G ⊂ GL(n,K) eine Matrix-Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra g und Exponentialabbildung exp: g → G. Dann gibt es eine offene
Umgebung 0 ∈ U ⊂ g von 0 und eine offene Umgebung 1 ∈ V ⊂ G so dass
exp: U → GL(n,K) eine glatte Einbettung ist mit exp(U) = V .

Eine glatte Einbettung ist eine injektive glatte Abbildung deren Tangential-
abbildung (Ableitung) in jedem Punkt injektiv ist. Dann ist für jedes g ∈ G die
Abbildung ϕg : U → G, X 7→ g exp(X) ein Homöomorphismus U → gV von U
nach einer Umgebung von g. Die Abbildungen ϕ−1

g sind dann Karten, die G als
eine Mannigfaltigkeit definieren.

Satz 6.4.3. Sei G ⊂ GL(n,K) eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g ⊂ gl(n,K).
Die Gruppe aller Matrizen der Form

exp(X1) · · · exp(Xk), X1, . . . , Xk ∈ g, k ≥ 1,

ist die Zusammenhangskomponente von 1 ∈ G.

Beweis. Das angegebene Produkt liegt auf der Kurve

t 7→ exp(tX1) · · · exp(tXk),

die für t = 0 durch 1 geht. Also ist es in der Zusammenhangskomponente von 1.
Umgekehrt sei g in der Zusammenhangskomponente von 1 und seien U, V wie im
Satz 6.4.2. Dann gibt es eine stetige Kurve t 7→ g(t) mit g(0) = 1 und g(1) = g.
Für jedes t ∈ [0, 1] sei Ut ⊂ [0, 1] ein offenes Intervall um t, so klein, dass g(Ut) in
g(t)V enthalten ist. Die Mengen Ut bilden eine offene Überdeckung des kompakten
Intervalls [0, 1], die also eine endliche Teilüberdeckung Ut0∪· · ·∪Utk ⊃ [0, 1] besitzt.
Wir können annehmen, möglicherweise durch Hinzufügen endlich vieler zusätzlicher
Ut, dass 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 und ti ∈ Uti+1 für i = 1, . . . , k − 1. Also ist
g = g(1) ∈ g(tk−1)V . Das bedeutet dass g = g(tk−1) exp(Xk) für ein Xk ∈ g.
Analog g(ti) = g(ti−1) exp(Xi) für alle i = 1, . . . , k mit g(t0) = 1. Es folgt: g =
g(tk) = exp(X1) · · · exp(Xk). �

Beispiel 6.4.1. G = U(n). Jede unitäre Matrix ist von der Form

U = Adiag (eiϕ1 , . . . , eiϕn)A−1, A ∈ U(n).

Also ist U = exp(X), X = A diag (iϕ1, . . . , iϕn)A−1 und exp(tX) ist eine Einpara-
metergruppe in U(n). Es folgt, dass exp : u(n)→ U(n) surjektiv ist.

Bemerkung 6.4.2. Wir haben nur Matrix-Lie-Gruppen betrachtet aber was
wir für Matrix-Lie-Gruppe gezeigt hat gilt auch für allgemeine Lie-Gruppen: Die
Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe ist, als Vektorraum, der Tangentialraum T1G am
Einselement. Um die Lie-Algebra-Struktur zu definieren wird T1G mit der Lie-
Algebra der linksinvarianten Vektorfelder identifiziert, wie wir im Folgenden kurz
skizzieren.

Einem Vektorfeld X auf G ordnen wir seine Richtungsableitung X : C∞(G)→
C∞(G) zu, die wir ebenfalls mit X bezeichnen. Ist X(g) = γ̇(0) ∈ TgG der Tan-
gentialvektor zu einer Kurve t 7→ γ(t) in G mit γ(0) = g, so bildet die Richtungs-
ableitung an der Stelle g eine Funktion f nach Xf(g) = d

dtf(γ(t))|t=0 ab. Die
Lie-Klammer von Vektorfeldern X1, X2 ist durch ihre Richtungsableitungen defi-
niert [X1, X2]f = X1X2f − X2X1f und man verifiziert dass [X1, X2] tatsächlich
die Richtungsableitung eines Vektorfelds ist. Sei für g ∈ G, Lg : G → G die Links-
multiplikation mit g: Lg(h) = gh. Ein Vektorfeld X auf G heisst linksinvariant
falls (Lg)∗X(h) = X(gh) für alle g, h ∈ G. Hier ist (Lg)∗ : ThG → TghG die
Tangentialabbildung. Lie-Klammer von linksinvarianten Vektorfeldern sind links-
invariant, also bilden linksinvariante Vektorfelder eine Lie-Algebra g. Die Abbil-
dung g → T1G, X 7→ X(1) ist ein linearer Isomorphismus mit inverser Abbildung
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a 7→ (g 7→ (Lg)∗a). Zu einem Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M definiert
man den Fluss ϕXt : M →M zur Zeit t: ϕXt (x) ist die eindeutige Lösung der Diffe-
renzialgleichung d

dtϕ
X
t (x) = X(ϕXt (x)), mit Anfangsbedingung ϕX0 (x) = x, solange

sie existiert. Die Exponentialabbildung exp: g→ G wird als exp(tX) = ϕXt (1) defi-
niert. Sie ist ein Diffeomorphismus von einer Umgebung von 0 nach einer Umgebung
von 1 ∈ G und sie erfüllt die CBH Formel.

Man kann zeigen, dass jede kompakten Lie-Gruppe isomorph zu einer Matrix-
Lie-Gruppen ist. Isomorph bedeutet hier dass der Isomorphismus sowohl ein Dif-
feomorphismus wie auch ein Gruppenhomomomorphismus ist. Bei allgemeinen Lie-
Gruppen gilt immerhin dass sie lokal isomorph zu Matrix-Lie-Gruppen: Zu jeder
Lie-Gruppe G gibt es einen differenzierbaren surjektiven Gruppenhomomorphismus
G→ G0 ⊂ GL(n,K) nach einer Matrix-Lie-Gruppe, der ein lokaler Diffeomorphis-
mus ist.



KAPITEL 7

Darstellungen von Lie-Gruppen

Wir betrachten (stetige) Darstellungen von Lie-Gruppen. Diese induzieren Dar-
stellungen von Lie-Algebren. Die Darstellungstheorie von Lie-Algebren liefert ein
wichtiger Hilfsmittel, um Darstellungen von Lie-Gruppen zu konstruieren. So geben
wir eine Klassifikation, bis auf Äquivalenz, aller irreduziblen Darstellungen von U(1)
und SU (2). Als Anwendungen betrachten wir Kugelfunktionen, d.h. Einschränkun-
gen auf S2 von harmonischen Polynomen in drei Unbekannten und zeigen dass
irreduziblen Darstellungen von SU (2) mit ungerader Dimension bilden; und wir
zerlegen Tensorprodukte von SU (2)-Darstellungen in irreduziblen Darstellungen.

Literatur:[4], [8]. Vertiefung: [7], [3], [9]

7.1. Definitionen

Unter einer Darstellung einer Lie- (oder allgemeiner einer topologischen) Grup-
pe G auf einem (reellen oder komplexen) endlichdimensionalen Vektorraum V 6= 0
verstehen wir stets einen stetigen Homomorphismus ρ : G → GL(V ). Stetigkeit
bedeutet, dass die Matrixelemente von ρ(g) bezüglich einer beliebigen Basis stetig
von g ∈ G abhängen.

Eine Darstellung heisst komplex oder reell wenn V ein komplexer bzw. reeller
Vektorraum. Die Dimension einer Darstellung ist die Dimension des Darstellungs-
raums V .

Wenn nichts anderes vermerkt, werden alle betrachteten Darstellungen als kom-
plex vorausgesetzt.

7.2. Beispiele

Die Gruppe U(1) aller komplexen Zahlen mit Betrag eins, ist eine kompakte
Abelsche Lie-Gruppe. Also ist jede Darstellung vollständig reduzibel. Die irredu-
ziblen Darstellungen sind eindimensional.

Satz 7.2.1. Für jedes n ∈ Z ist ρn : U(1) → GL(C) = C − {0}, z 7→ zn eine
Darstellung von U(1). Jede irreduzible Darstellung von U(1) ist äquivalent zu ρn
für geeignetes n.

Es ist klar, dass ρn eine stetige Abbildung von U(1) nach C−{0} definiert. Die
Darstellungseigenschaft folgt aus (zw)n = znwn.

Die Gruppe SU (2) der unitären 2×2 Matrizen der Determinante eins ist eben-
falls kompakt aber nicht Abelsch. Wir haben also wiederum vollständige Reduzibi-
lität. Die irreduziblen Darstellungen werden wir klassifizieren, mit dem folgenden
Resultat.

Satz 7.2.2. Für jedes n = 0, 1, 2, . . . existiert eine irreduzible Darstellung ρn :
SU (2)→ GL(Vn) der Dimension n+ 1. Jede irreduzible Darstellung von SU (2) ist
äquivalent zu ρn für geeignetes n.

Wir geben jetzt eine Konstruktion dieser Darstellungen. Wir werden ihre Irre-
duzibilität und die zweite Aussage dieses Satzes im Abschnitt 7.4 beweisen (Siehe
Satz 7.4.6).

51
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Diese Darstellungen werden auf Vektorräume von homogenen Polynomen kon-
struiert. Ein Polynom p(z1, . . . , zN ) in N Unbekannten heisst homogen vom Grade
d ≥ 0 falls p(λz1, . . . , λzN ) = λdp(z1, . . . , zN ) für alle Skalare λ.

Lemma 7.2.3. Homogene Polynome vom Grade d in N Unbekannten bilden
einen Vektorraum. Die Monome zj11 · · · z

jN
N mit jk ≥ 0 und

∑
k jk = d, sind eine

Basis dieses Vektorraums.

Beweis. Es ist klar, dass jede Linearkombination von homogenen Polynomen
vom Grad d wieder ein homogenes Polynom vom Grad d ist, also bilden diese Po-
lynome einen Vektorraum. Monome zj11 · · · z

jN
N sind linear unabhängig: verschwin-

det nämlich eine Linearkombination
∑
aj1...jN z

j1
1 · · · z

jN
N identisch, so verschwinden

auch alle partiellen Ableitungen an der Stelle 0, also auch alle Koeffizienten aj1...jN .
Sei p homogen vom Grad d. Das Polynom p(λz)−λdp(z) verschwindet, also müssen
seine Koeffizienten für alle λ verschwinden. Daraus folgt, dass die Koeffizienten in
p verschwinden, ausser diejenige von zj11 · · · z

jN
N mit

∑
jk = d. Also bilden diese

Monome eine Basis. �

Sei Vn der (n+ 1)-dimensionale komplexe Vektorraum aller Polynome p(z1, z2)
mit komplexen Koeffizienten in zwei Unbekannten, die homogen vom Grade n sind.

Für A ∈ SU (2) definieren wir ρn(A) : Vn → Vn als die lineare Abbildung

(ρn(A)p)(z) = p(A−1z), z = (z1, z2) ∈ C2.

Ist p ein Monom zj1z
n−j
2 und A−1 =

(
a b
c d

)
, so ist (ρn(A)p)(z1, z2) = (az1+bz2)j(cz1+

dz2)n−j . Aus dieser Formel und dem Binomialsatz, ist es ersichtlich, dass ρn(A)p
wieder ein homogenes Polynom vom Grad n ist. Also ist ρn eine Darstellung von
SU (2) auf Vn.

Bemerkung 7.2.1. Allgemeiner können wir Darstellungen von SU (N) auf dem
Raum der homogenen Polynome in N Unbekannten vom Grad d konstruieren. Es
stellt sich heraus, dass diese Darstellungen ebenfalls irreduzibel sind, aber es gibt
auch andere, nicht äquivalente, Darstellungen von SU (N) wenn N ≥ 3.

Bemerkung 7.2.2. Die Darstellung ρ2j (j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . ) heisst Spin j
Darstellung in der physikalischen Literatur.

Bemerkung 7.2.3. Es gilt: ρn(−A) = (−1)nρn(A). Also definiert für n gerade,
und nur dann, ρn eine Darstellung von SU (2)/{±1} ∼= SO(3).

7.3. Darstellungen von Lie-Algebren

Lemma 7.3.1. Sei ρ : G→ GL(V ) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Dann
bildet ρ Einparametergruppen nach Einparametergruppen ab.

Beweis. Es folgt unmittelbar aus der Darstellungseigenschaft, dass für jede
Einparametergruppe φt, ψt := ρ(φt) ∈ GL(V ) die Eigenschaft ψtψs = ψt+s besitzt.
Da ρ stetig ist, hängt auch ψt stetig von t ab. Es bleibt zu zeigen, dass ψt nach t
stetig differenzierbar ist. Es genügt zu zeigen, dass ψt an der Stelle 0 differenzierbar:
Existiert nämlich die Ableitung ψ̇0 an der Stelle 0, so existiert auch der Limes in
GL(V )

d

dt
ψt = lim

h→0

ψt+h − ψt
h

= ψt
ψh − 1

h
= ψtψ̇0,

und hängt stetig von t ab.
Da ψt stetig von t abhängt ist für kleine t ψt nahe zur Einheitsmatrix. Also

existiert eine stetige gl(V )-wertige Funktion at = logψt mit a0 = 0 so, dass ψt =
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exp(at). Da ψtψs = ψt+s = ψsψt, haben wir exp(at) exp(as) = exp(at + as). Also
gilt as + at = as+t für alle kleine t, s. Insbesondere gilt ant = nat für n = 1, 2, . . .
und t klein. Also für alle kleine rationale Zahlen r = p/q und ε erhält man qaεp/q =

aεp = paε, und arε = raε. Setzt man a = ε−1aε, so gilt dann arε = rεa für alle
kleinen rationalen, und wegen der Stetigkeit für alle kleinen reellen r. Es folgt dass
at = ta und ψt = exp(ta) für kleine t. Also ist ψt tatsächlich differenzierbar an der
Stelle 0. �

Sei ρ : G→ GL(V ) eine Darstellung und X ∈ Lie(G). Definiere

ρ∗(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp tX) ∈ Lie(GL(V )) = gl(V ).

ρ∗ ist eine Abbildung Lie(G)→ gl(V ).

Lemma 7.3.2.

(i) ρ(exp tX) = exp(tρ∗(X)), t ∈ R, X ∈ Lie(G),
(ii) ρ∗(λX + µY ) = λρ∗(X) + µρ∗(Y ), λ, µ ∈ R, X,Y ∈ Lie(G),

(iii) ρ∗([X,Y ]) = [ρ∗(X), ρ∗(Y )], X,Y ∈ Lie(G).

Beweis. (i) Aus Lemma 7.3.1 folgt, dass ρ(exp tX) die Form exp(tY ), Y ∈
gl(V ) hat. Die Behauptung folgt durch Differenzieren nach t an der Stelle 0.

(ii) Sei λ ∈ R, X ∈ Lie(G). Es gilt

exp(tρ∗(λX)) = ρ(exp tλX) = exp(tλρ∗(X)).

Also ρ∗(λX) = λρ∗(X). Für X,Y ∈ Lie(G) hat man

exp(t(ρ∗(X) + ρ∗(Y )) = lim
n→∞

[
exp

(
t

n
ρ∗(X)

)
exp

(
t

n
ρ∗(Y )

)]n
= lim
n→∞

ρ

([
exp

(
t

n
X

)
exp

(
t

n
Y

)]n)
= ρ(exp t(X + Y )) = exp(tρ∗(X + Y )).

(iii) wird analog bewiesen. Details als Übung. �

Definition 7.3.1. Sei g eine Lie-Algebra über R oder C. Eine Darstellung
von g auf einem Vektorraum V 6= {0} ist eine R- (bzw. C-) lineare Abbildung
τ : g→ gl(V ), so dass

[τ(X), τ(Y )] = τ([X,Y ]).

Invariante Unterräume, Irreduzibilität und vollständige Reduzibilität werden
genau wie bei Gruppen definiert.

Darstellungen heissen komplex bzw. reell je nach dem ob V komplex oder reell
ist.

Satz 7.3.3. Sei ρ : G→ GL(V ) eine Darstellung der Lie-Gruppe G. Dann ist
ρ∗ eine Darstellung der reellen Lie-Algebra Lie(G). Die Einschränkung von ρ auf
die Einskomponente G0 von G ist eindeutig durch ρ∗ bestimmt.

Beweis. Noch zu beweisen ist die letzte Aussage. Nach Satz 6.4.3 ist jedes
g ∈ G0 von der Form expX1 · · · expXn. Also kann ρ auf G0 durch ρ∗ ausgedrückt
werden:

ρ(expX1 · · · expXn) = exp ρ∗(X1) · · · exp ρ∗(Xn). (∗)
�

Satz 7.3.4. Sei ρ : G → GL(V ) eine Darstellung einer zusammenhängenden
Lie-Gruppe G. Dann ist ρ genau dann irreduzibel (bzw. vollständig reduzibel) wenn
ρ∗ irreduzibel (bzw. vollständig reduzibel) ist.
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Beweis. Ist W ⊂ V invariant für ρ, so ist für alle t ∈ R, X ∈ Lie(G),
ρ(exp tX)W ⊂ W , also auch ρ∗(X)W ⊂ W . Umgekehrt, wenn W ⊂ V invari-
ant für ρ∗ ist, so ist W nach (∗) auch für ρ invariant. Also stimmen invariante
Unterräume von ρ, ρ∗ überein, und die Behauptung folgt. �

Beispiel 7.3.1. Triviale Darstellung: V = C, ρ∗(X) = 0 ∀X ∈ g.

Beispiel 7.3.2. Adjungierte Darstellung. Sei Ad : G→ GL(g),

Ad (g)X = gXg−1,

die adjungierte Darstellung von G auf g = Lie(G). Die adjungierte Darstellung von
g ist ad = Ad∗:

ad (X)Y =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX)Y exp(−tX) = [X,Y ].

Diese reelle Darstellung spielt eine wichtige Rolle in der Physik der fundamentalen
Wechselwirkungen (Eichbosonen) und in der Lie Theorie: hat eine endlichdimen-
sionale Lie-Algebra triviales Zentrum (d.h. ad (X) = 0 ⇒ X = 0), so kann man
zeigen, dass Int (g) = {exp(ad (X1)) · · · exp(ad (Xn))} ⊂ GL(g) eine Lie-Gruppe ist,
deren Lie-Algebra mit g übereinstimmt.

7.4. Irreduzible Darstellungen von SU (2)

Wir klassifizieren alle endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen von SU (2)
bis auf Äquivalenz. Da SU (2) zusammenhängend ist, ist jede Darstellung durch eine
Darstellung von su(2) bestimmt. Wir fassen dann su(2) als Lie-Unteralgebra von
sl(2,C) auf und reduzieren das Problem auf die Klassifikation der Darstellungen
von sl(2,C). Diesen Übergang zum Komplexen formulieren wir etwas allgemeiner:
wir betrachten su(n) = {X ∈ sl(n,C) |X∗ = −X}.

Lemma 7.4.1.

(i) Jedes Z ∈ sl(n,C) kann eindeutig als Z = X + iY , X,Y ∈ su(n), ge-
schrieben werden.

(ii) Sei τ eine Darstellung von su(n) auf V . Dann definiert

τC(X + iY ) = τ(X) + iτ(Y )

eine (C-lineare) Darstellung der Lie-Algebra sl(n,C), deren Einschränkung
auf su(n) mit τ übereinstimmt.

(iii) τC ist genau dann irreduzibel (vollständig reduzibel) wenn τ irreduzibel
(vollständig reduzibel) ist.

Beweis. (i)X = 1
2 (Z − Z∗), Y = 1

2i (Z + Z∗).
(ii)Zuerst zeigen wir die C-Linearität von τC. Es ist klar, dass für λ, µ reell

und Z,W ∈ sl(n,C), τC(λZ + µW ) = λτC(Z) + µτC(W ). Es bleibt zu zeigen, dass
τC(iZ) = iτC(Z).

τC(i(X + iY )) = τC(−Y + iX) = −τ(Y ) + iτ(X) = iτC(X + iY ).

Somit ist τC eine C-lineare Abbildung. Es ist klar, dass τC(X) = τ(X) wenn X ∈
su(2). Also haben wir die Darstellungseigenschaft [τC(X), τC(Y )] = τC([X,Y ]) für
X,Y ∈ su(2). Aus der C-linearität von τC und der C-Bilinearität des Kommutators
(X,Y ) 7→ XY − Y X folgt, dass die Darstellungseigenschaft auch auf ganz sl(2,C)
gilt.

(iii) Ist W ⊂ V invariant für τC, dann ist W insbesondere invariant für τ =
τC|su(n). Ist umgekehrt W invariant für τ so gilt für w ∈W

τC(X + iY )w = τ(X)w + iτ(Y )w ∈W,
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also ist W invariant für τC. �

Die Darstellung τC heisst Komplexifizierung von τ . Oft werden wir zur Verein-
fachung der Notation τ statt τC schreiben.

Wir klassifizieren die endlichdimensionalen irreduziblen komplexen C-linearen
Darstellungen von sl(2,C) = {X ∈ Mat(2,C) | trX = 0}. Eine Basis von sl(2,C) ist

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
.

Lemma 7.4.2. [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h.

Ist also (τ, V ) eine C-lineare Darstellung von sl(2,C), so erfüllen H = τ(h), E =
τ(e), F = τ(f) die Relationen von Lemma 7.4.2. Umgekehrt folgt aus der Binearität
des Kommutators, dass wenn H, E, F lineare Selbstabbildungen eines Vektorraums
sind, die die obigen Relationen erfüllen, dann definiert τ(ah+be+cf) = aH+bE+
cF , (a, b, c ∈ C) eine C-lineare Darstellung von sl(2,C). Also gilt:

Korollar 7.4.3. Ist τ : sl(2,C)→ gl(V ) eine C-lineare Darstellung, so erfüllen

(7.1) H = τ(h), E = τ(e), F = τ(f),

die Relationen

(7.2) [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H.

Umgekehrt, sind H,E, F lineare Selbstabbildungen eines komplexen Vektorraums V ,
die (7.2) erfüllen, so existiert eine eindeutige C-lineare Darstellung τ : sl(2,C) →
gl(V ), so dass (7.1) gilt.1

Sei (τ, V ) eine irreduzible Darstellung von sl(2,C) und λ ∈ C der Eigenwert
von H mit grösstem Realteil, v0 ein Eigenvektor zu λ

Hv0 = λv0, v0 6= 0.

Lemma 7.4.4.

(i) Ev0 = 0.
(ii) Sei vk = F kv0. Dann gilt

Hvk = (λ− 2k)vk,

Evk = k(λ− k + 1)vk−1.

Beweis. (i) Sei w = Ev0; wir zeigen, dass Hw = (λ+ 2)w, woraus folgt, dass
w = 0, denn Re (λ+ 2) > Reλ.

Hw = HEv0 = [H,E]v0 + EHv0 = 2Ev0 + λEv0 = (λ+ 2)w.

(ii) Induktionsverankerung:

Hv0 = λv0, Ev0 = 0.

Induktionsschritt:

Hvk+1 = HFvk = [H,F ]vk + FHvk

= −2vk+1 + (λ− 2k)vk+1,

Evk+1 = EFvk = [E,F ]vk + FEvk

= Hvk + Fk(λ− k + 1)vk−1

= [(λ− 2k) + k(λ− k + 1)]vk

= (k + 1)(λ− k)vk.

1Notation in der physikalischen Literatur: h = 2σ3, e = σ+, f = σ−, H = 2J3, E = J+, F =

J−.
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�

Es folgt, dass die lineare Hülle von v0, v1, v2, . . . ein invarianter Unterraum
6= {0} ist, also gleich V . Die Vektoren v0, v1, . . . sind linear unabhängig, denn sie
gehören zu verschiedenen Eigenwerten von H. Also ist V nur dann endlichdimen-
sional, wenn ein n ≥ 0 existiert mit vn+1 = 0. Sei vn+1 = 0, und vm 6= 0 für m ≤ n.
Dann ist

0 = Evn+1 = (n+ 1)(λ− n)vn.

Das ist nur möglich wenn λ = n = 0, 1, 2, . . ..

Satz 7.4.5. Sei n = 0, 1, 2, . . . und v0, . . . , vn die Standardbasis von Vn = Cn+1.
Dann definiert

Hvm = (n− 2m)vm,

Evm = m(n+ 1−m)vm−1,

Fvm = vm+1,

eine irreduzible Darstellung τn von sl(2,C). Jede komplexe (n + 1)-dimensionale
irreduzible Darstellung von sl(2,C) ist äquivalent zu τn.

Beweis. Man verifiziert durch explizite Rechnung,dass τn eine Darstellung de-
finiert, z.B.:

[E,F ]vm = [(m+ 1)(n−m)−m(n+ 1−m)]vm

= (n− 2m)vm

= Hvm.

Irreduzibilität: Sei W ⊂ V invariant, W 6= 0. Dann hat H|W einen Eigenvektor vm.
Da m(n+1−m) nur für m = 0 verschwindet (m ∈ {0, . . . , n}), kann vm′ für alle m′

durch Anwendung von E oder F aus vm gewonnen werden. Also W = V . Dass jede
irreduzible Darstellung diese Form hat folgt aus den vorherigen Überlegungen. �

Bemerkung 7.4.1. Die Operatoren E, F werden oft Auf- und Absteigeopera-
toren genannt.

Wir zeigen nun, dass alle so konstruierten Darstellungen aus Darstellungen von
SL(2,C) kommen. Sei Un der Raum aller homogenen Polynome in zwei Variablen
(z1, z2) ∈ C2 vom Grade n. Un hat Dimension n+ 1 mit Basis

zn1 , z
n−1
1 z2, . . . , z1z

n−1
2 , zn2

. Wir führen die Darstellung von SL(2,C)

(ρn(A)p)(z) = p(A−1z), A ∈ SL(2,C), p ∈ Un,
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ein, wobei zu beachten ist, dass mit p(z) auch p(A−1z) in Un ist, denn p(A−1λz) =
p(λA−1z) = λnp(A−1z). Wir berechnen ρn∗ : sl(2,C)→ gl(Un)

(ρn∗(h)p)(z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ

(
exp t

(
1 0
0 −1

))
p(z) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

p

((
e−t 0
0 et

)
z

)
=

(
−z1

∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2

)
p(z),

(ρn∗(e)p)(z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

p

(
exp

(
−t
(

0 1
0 0

))
z

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

p

((
1 −t
0 1

)
z

)
= −z2

∂

∂z1
p(z),

(ρn∗(f)p)(z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

p

(
exp

(
−t
(

0 0
1 0

))
z

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

p

((
1 0
−t 1

)
z

)
= −z1

∂

∂z2
p(z).

Wir sehen, dass diese Darstellung äquivalent zur Darstellung τn von Satz 7.4.5 ist.
Der Isomorphismus ist vm 7→ (−1)mzm1 z

n−m
2 /(n−m)!. Also ist nach Lemma 7.4.1

die Einschränkung von ρn auf SU (2) ⊂ SL(2,C) irreduzibel.
Zur Diskussion der Unitarität, ist es zweckmässig die Basis vm zu reskalieren.

Sei
um = λmvm

mit λm−1/λm =
√
m(n+ 1−m). Dann hat man

Hum = (n− 2m)um,

Eum =
√
m(n+ 1−m)um−1,

Fum−1 =
√
m(n+ 1−m)um,

und es gilt offensichtlich H∗ = H und E∗ = F , wobei ∗ bezüglich des Skalarproduk-
tes definiert ist, in dem (ui) eine orthonormierte Basis ist. Allgemeiner gilt dann
ρn(X)∗ = ρn(X∗) für X ∈ sl(2,C) und speziell ρn∗(X)∗ = −ρn∗(X) für X ∈ su(2).
Es folgt, dass ρn eine unitäre Darstellung von SU (2) ist. Eine mögliche Wahl von

λm ist λm =
√

(n−m)!
m! . Wir fassen zusammen.

Satz 7.4.6. Zu jedem n = 0, 1, 2, . . . gibt es bis auf Äquivalenz genau eine
irreduzible Darstellung (ρn, Un) von SU (2) der Dimension n+ 1. Dabei ist

Un =

{
n∑

m=0

cmz
m
1 z

n−m
2

∣∣∣∣∣ cm ∈ C

}
der Raum der homogenen Polynome vom Grade n in zwei Unbekannten, und für
A ∈ SU (2), f ∈ Un

(ρn(A)f)(z) = f(A−1z).

ρn ist unitär bezüglich des Skalarproduktes in dem die Basis

zm1 z
n−m
2√

m!(n−m)!

orthonormiert ist.

Bemerkung 7.4.2. Das Skalarprodukt ist durch die Unitarität der Darstellung
bis auf eine positiven Normierungskonstante eindeutig bestimmt. Da H∗ = H,
ist nämlich (vm, vm′) = 0 für m 6= m′, da vm, vm′ zu verschiedenen Eigenwerten
gehören. Zudem ist wegen (vm+1, vm+1) = (Fvm, vm+1) = (vm, Evm+1) = (m +
1)(n−m)(vm, vm), ( , ) eindeutig durch (v0, v0) bestimmt.
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Bemerkung 7.4.3. Jeder Darstellung ρ von SO(3) auf V ist eine Darstellung
ρ ◦ ϕ von SU (2) zugeordnet, wobei ϕ : SU (2) → SO(3) der in I.3 definierte Ho-
momorphismus ist. Die Darstellung ρ ◦ ϕ hat die Eigenschaft ρ ◦ ϕ(−1) = 1, da
−1 ∈ Kerϕ. Umgekehrt ist für jede Darstellung ρ von SU (2) mit ρ(−1) = 1,

ρ̃(R) = ρ(A), R ∈ SO(3),

wobei ϕ(A) = R unabhängig von der Wahl von A (denn ρ(−A) = ρ(A)) ist, und eine
Darstellung ρ̃ von SO(3) definiert, die ρ̃◦ϕ = ρ erfüllt. Also sind die Darstellungen
von SO(3) in eindeutiger Beziehung zu Darstellungen von SU (2) mit ρ(−1) = 1.
Es ist leicht nachzuweisen, dass irreduzible Darstellungen von SU (2) irreduziblen
Darstellungen von SO(3) entsprechen. Aus

(ρn(−1)f)(z) = f(−z) = (−1)nf(z)

folgt, dass nur irreduzible Darstellungen von SU (2) mit ungerader Dimension SO(3)
Darstellungen definieren.

7.5. Harmonische Polynome und Kugelfunktionen

Sei Hl der Raum der homogenen Polynome der Ordnung l in drei Unbekannten
x1, x2, x3:

Hl =

{∑
|α|=l
α∈N3

cαx
α, cα ∈ C

}
.

Der Vektorraum Hl hat Dimension dimHl = 1
2 (l+ 1)(l+ 2) =

∑l
α1=0

∑l−α1

α2=0 1. Ist

P (x) ∈ Hl so auch P (R−1x) für alle R ∈ SO(3). Wir haben also die Darstellung
von SO(3) auf Hl

(ρ(R)f)(x) = f(R−1x).

Lemma 7.5.1.

(f, g) =

∫
|x|=1

f(x)g(x)dΩ(x)

ist ein Skalarprodukt auf Hl. Die Darstellung ρ ist unitär bezüglich ( , ).

Beweis. Die Axiome des Skalarproduktes sind bis auf (f, f) = 0 ⇒ f = 0
offensichtluch. Aber aus (f, f) = 0 folgt, dass f(x) = 0 für |x| = 1, und mit f(rx) =
rlf(x) für alle x. Die Unitarität folgt durch Variablensubstitution unter Verwendung
der Rotationsinvarianz von dΩ. Expliziter sieht man dies aus der Darstellung

(f, g) =
1

(2l + 2)!

∫
R3

f(x)g(x)e−|x|dx.

�

Der Laplaceoperator ∆ =
∑3
i=1

∂2

∂x2
i

bildet Hl ab nach Hl−2. Definiere den

Raum

Vl = {f ∈ Hl |∆f = 0}
der harmonischen Polynome in Hl. Die Dimension von Vl erfüllt

dimVl ≥ dimHl − dimHl−2 = 2l + 1.

Beispiele: 1, x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, . . . , (x1 + ix2)l, (x1 − ix2)l.

Die Räume r2kVl−2k = {r2kf | f ∈ Vl−2k}, k = 0, 1, . . . , [l/2], sind Unterräume
von Hl, denn aus f ∈ Hl−2k folgt r2kf = (x2

1 + x2
2 + x2

3)kf ∈ Hl.
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Satz 7.5.2. Es gilt die Zerlegung

Hl =

[l/2]⊕
k=0

r2kVl−2k

in paarweise orthogonalen, invarianten Unterräumen, und dimVl = 2l + 1.

Beweis. Orthogonalität: Seien

f(x) = rl−2kf̃(ϑ, ϕ) ∈ Vl−2k und g(x) = rl−2k′ g̃(ϑ, ϕ) ∈ Vl−2k′ .

Mit der Greenschen Identität hat man

0 =

∫
|x|≤1

(∆f̄g − f̄∆g)d3x =

∫
|x|=1

(
∂f

∂r
g − f̄ ∂g

∂r

)
dΩ

= (2k − 2k′)

∫
|x|=1

¯̃
fg̃dΩ.

Also (r2kf, r2k′g) = 0 falls k 6= k′.
Invarianz: Da r2k rotationsinvariant ist, genügt es zu zeigen, dass Vl für alle l
invariant ist, d.h. ∆f = 0⇒ ∆ρ(R)f = 0. Es gilt sogar

∆ρ(R)f = ρ(R)∆f.

Es ist nämlich

∂

∂xi

(
f(R−1x)

)
=

3∑
j=1

(R−1)ji
∂f

∂xj
(R−1x)

3∑
i=1

∂2

∂x2
i

(
f(R−1x)

)
=

3∑
i,j,k=1

(R−1)jiRik
∂f

∂xk∂xj
(R−1x) = (∆f)(R−1x),

da R−1 = RT .
Zerlegung:

dimHl =
1

2
(l + 1)(l + 2) ≥

[l/2]∑
k=0

dimVl−2k ≥
[l/2]∑
k=0

(2(l − 2k) + 1) =
1

2
(l + 1)(l + 2).

Daraus folgt, dass dimVl = 2l + 1 und die Zerlegung von Hl. �

Es soll weiter die Darstellung von SO(3) auf Vl untersucht werden. Diese Dar-
stellung definiert eine Darstellung ρ von SU (2), wie in der Bemerkung angedeutet:

(ρ(A)u)(x) = u(ϕ(A)−1x), u ∈ Vl, A ∈ SU (2),

und ϕ(exp(−i
∑3
j=1 σjnjϑ/2)) = R(n, ϑ), |n| = 1. Wir berechnen die entsprechende

Lie-Algebra Darstellung. Sei X =
∑
j αj(−iσj) ∈ su(2):

X =

(
−iα3 −iα1 − α2

−iα1 + α2 iα3

)
, α ∈ R3.

Sei α = nϑ/2 mit |n| = 1. Dann ist

(τ(X)u)(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

u(R(n, tϑ)−1x),

R(n, ϑ)−1x = R(n,−ϑ)x = (x · n)n+ (x− (x · n)) cosϑ− n ∧ x sinϑ,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

R(n, tϑ)−1x = −n ∧ xϑ = −2α ∧ x,
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und es folgt nach der Kettenregel

(τ(X)u)(x) = −2

3∑
β=1

(α ∧ x)β
∂u

∂xβ
(x)

= 2

(
(α3x2 − α2x3)

∂

∂x1
+ (α1x3 − α3x1)

∂

∂x2
+ (α2x1 − α1x2)

∂

∂x3

)
u.

Wir können jetzt τC ausrechnen: H,E, F entsprechen α = (0, 0, i), α = ( i2 ,−
1
2 , 0)

bzw. α = ( i2 ,
1
2 , 0). Also

H = −2i

(
x1

∂

∂x2
− x2

∂

∂x1

)
,

E = x3

(
∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)
− (x1 + ix2)

∂

∂x3
,

F = x3

(
− ∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)
+ (x1 − ix2)

∂

∂x3
.

In Vl kennen wir bereits das harmonische Polynom v0 = (x1 + ix2)l. Es erfüllt
Hv0 = 2lv0 und Ev0 = 0. Nach der Konstruktion des vorigen Abschnittes, spannen
die Vektoren vm = Fmv0 eine irreduzible Darstellung von sl(2,C) der Dimension
2l + 1 auf. Da dimVl = 2l + 1 gilt, ist vm eine Basis von Vl. Es folgt, dass Vl eine
2l + 1 dimensionale unitäre Darstellung von SU (2) ist. Eine orthonormierte Basis
finden wir wie folgt: Die Norm im Quadrat von (x1 + ix2)l ist:

‖(x1 + ix2)l‖2 =

∫
S2

(x2
1 + x2

2)ldΩ(x) =

∫ π

0

∫ 2π

0

(sinϑ)2l+1dϑdϕ

x=cosϑ
= 2π

∫ 1

−1

(1− x2)ldx = 4π
22ll!2

(2l + 1)!
.

(siehe MMP I, IV.5). Also hat

ull(x1, x2, x3) =

√
(2l + 1)!

4π

(−1/2)l

l!
(x1 + ix2)l (1)

Norm eins, und nach (7.3) sind die rekursiv definierten Polynome

ul,l−j(x1, x2, x3) =
Ful,l−j+1(x1, x2, x3)√

j(2l + 1− j)
(2)

orthonormiert.

Satz 7.5.3. Die Darstellung von SU (2) auf dem Raum Vl der harmonischen,
homogenen Polynome vom Grade l in drei Unbekannten ist irreduzibel und unitär
bezüglich (f, g) =

∫
S2 f̄gdΩ. (1), (2) definiert eine orthonormierte Basis und es gilt

Hulm = 2mulm,

Eulm =
√

(l −m)(l +m+ 1)ul,m+1,

Fulm =
√

(l −m+ 1)(l +m)ul,m−1.

Definition 7.5.1. Eine Kugelfunktion Y : S2 → C von Index l ist die Ein-
schränkung auf S2 ⊂ R3 eines homogenen harmonischen Polynoms vom Grade l.

Es bezeichne V̂l der Vektorraum der Kugelfunktionen von Index l.
Also ist Y = Y (ϑ, ϕ) genau dann in V̂l wenn rlY (ϑ, ϕ) ∈ Vl. Eine orthonor-

mierte Basis von V̂l ist also durch

Ylm(ϑ, ϕ) = r−lulm(r, ϑ, ϕ)
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gegeben. Insbesondere haben wir

Yll(ϑ, ϕ) =

√
(2l + 1)!

4π

(−2)l

l!
(sinϑ)leilϕ

sowie die Rekursionsformeln

HYlm = 2mYlm,

EYlm =
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl,m+1,

FYlm =
√

(l −m+ 1)(l +m)Yl,m−1,

wobei in die Operatoren H,E, F Kugelkoordinaten einzusetzen sind (Rechnung!)

H =
2

i

∂

∂ϕ
,

E = eiϕ
(
∂

∂ϑ
+ i cotϑ

∂

∂ϕ

)
,

F = e−iϕ
(
− ∂

∂ϑ
+ i cotϑ

∂

∂ϕ

)
.

Es folgt, dass Ylm die Form Ylm(ϑ, ϕ) = Flm(ϑ)eimϕ hat. Die Orthonormalitäts-
relation ist ∫ π

0

∫ 2π

0

Ylm(ϑ, ϕ)Yl′m′(ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ = δll′δmm′ .

Der sphärische Laplace Operator ∆S2 auf C∞(S2) ist durch die Formel für den
Laplace Operator in Kugelkoordinaten

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∆S2 ,

definiert. Explizit

∆S2 =
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

Satz 7.5.4. Die Funktionen Ylm(ϑ, ϕ) sind Eigenvektoren von ∆S2 :

∆S2Ylm = −l(l + 1)Ylm.

Beweis.

0 = ∆(rlYlm) = rl−2(l(l − 1) + 2l + ∆S2)Ylm.

�

Satz 7.5.5. Die Funktionen Ylm(ϑ, ϕ) bilden für l = 0, 1, 2, . . ., m = −l,−l +
1, . . . , l, eine orthonormierte Basis von L2(S2, dΩ).

Beweis. Wir benützen, dass die stetigen Funktionen in L2 dicht sind. Sei
f(ϑ, ϕ) stetig und χ eine stetige Funktion auf R+ mit χ(r) = 1 für |r − 1| < δ

und χ(r) = 0 für |r − 1| > 2δ. Dann ist f̃ = χ(r)f(ϑ, ϕ) eine stetige Funktion
auf R3. Nach dem Weierstrassschen Approximationssatz, existiert ein Polynom u
in x1, x2, x3 mit

max
|x|≤1

|u(x)− f̃(x)| < ε.

Insbesondere gilt dann |u(x) − f(x)| < ε für |x| = 1 Nach Satz 7.5.2 ist u von der

Form
∑N
s=0 r

sus, wobei us harmonisch sind. Setzt man r = 1, so sieht man, dass
die Einschränkung von u auf S2 eine Summe von Kugelfunktionen ist. Es folgt, dass
Koeffizienten clm existieren, so dass∣∣∣∣∣ ∑

l≤N
|m|≤l

clmYlm(ϑ, ϕ)− f(ϑ, ϕ)

∣∣∣∣∣ < ε.
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Der Schluss des Beweises ist dann genau wie im Falle der Fourierreihen. �

7.6. Tensorprodukte von SU (2) Darstellungen

Das Tensorprodukt von zwei endlichdimensionalen Darstellungen (ρ, V ) (ρ′, V ′)
einer Gruppe G ist die Darstellung ρ⊗ρ′ auf dem Tensorprodukt V ⊗V ′, die durch
die Formel

(ρ⊗ ρ′)(g) = ρ(g)⊗ ρ′(g)

gegeben wird. Es folgt aus den Eigenschaften von Tensorprodukten (siehe Appendix
A.2), dass diese Formel eine Darstellung definiert, und dass die Assoziativität (ρ⊗
ρ′)⊗ρ′′ = ρ⊗(ρ′⊗ρ′′) gilt, wenn die Darstellungsräume (V ⊗V ′)⊗V ′′, V ⊗(V ′⊗V ′′)
durch (v ⊗ v′)⊗ v′′ = v ⊗ (v′ ⊗ v′′) identifiziert werden.

Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so wird die Darstellung (ρ⊗ρ′)∗ durch

(ρ⊗ ρ′)∗(X) = ρ∗(X)⊗ 1V ′ + 1V ⊗ ρ′∗(X), ∀X ∈ G,

gegeben. Es ist nämlich nach der Produktregel

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp(tρ∗(X))⊗ exp(tρ′∗(X))) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tρ∗(X))⊗ 1V ′

+ 1V ⊗
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tρ′∗(X)).

Die allgemeine Frage ist nach der Zerlegung von Produkte irreduzibler Darstellun-
gen in irreduziblen Darstellungen.

Wir studieren diese Frage im Falle der Gruppe SU (2). Da SU (2) kompakt ist,
ist jede endlichdimensionale Darstellung vollständig reduzibel. Insbesondere das
Tensorprodukt ρn′ ⊗ ρn′′ der irreduziblen Darstellung der Dimension n′ mit der
irreduziblen Darstellung der Dimension n′′ zerfällt in einer direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen. Wir haben diese klassifiziert: zu jeder nichtnegativen
ganzen Zahl n, gibt es bis auf Äquivalenz genau eine irreduzible Darstellung ρn der
Dimension n+ 1. Sie ist dadurch charakterisiert, dass der Darstellungsraum einen
bis auf Multiplikation mit einer Zahl eindeutigen Vektor v0 6= 0 enthält, so dass
Hv0 = nv0 und Ev0 = 0. Hier sind H,E, F die Bilder unter der komplexifizier-
ten Lie-Algebra-Darstellung der Basisvektoren h, e, f von sl(2,C), siehe Korollar
7.4.3. Eine Basis des Darstellungsraums kann durch wiederholter Anwendung des
Absteigeoperators F gewonnen werden.

Um eine Darstellung ρ von SU (2) zu reduzieren, müssen wir also die (Komplexi-
fizierung der) Lie-Algebra-Darstellung ρ∗ betrachten und die “primitiven” Vektoren
finden, nämlich die Eigenvektoren von H die im Kern von E sind.

Sei also ρ = ρn′ ⊗ ρn′′ . Der Darstellunsraum von ρn′ hat eine Basis v′0, . . . , v
′
n′ ,

so dass die entsprechende Darstellung τn′ = ρn′∗ von sl(2,C) durch Ev′j = j(n′ +
1− j)v′j−1, Hv′j = (n′− 2j)v′j , Fv

′
j = v′j+1, gegeben wird, mit der Konvention, dass

v′−1 = v′n′+1 = 0 (Siehe Satz 7.4.5). Genauso hat der Darstellungsraum von ρn′′

eine Basis v′′0 , . . . , v
′′
n′′ mit den entsprechenden Eigenschaften.

Eine Basis des Darstellungsraums von ρ ist dann v′j ⊗ v′′k , j = 0, . . . , n′, k =
0, . . . , n′′. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren von H = ρ∗(h):

H(v′j ⊗ v′′k ) = (Hv′j)⊗ v′′k + v′j ⊗ (Hv′′k )

= (n′ − 2j)v′j ⊗ v′′k + (n′′ − 2k)v′j ⊗ v′′k
= (n′ + n′′ − 2(j + k))v′j ⊗ v′′k .

Also sind die Eigenwerte von H auf dem Tensorprodukt von der Form n′ + n′′ − 2l
l = 0, 1, 2, . . . und die Eigenräume werden durch v′j ⊗ v′′k mit j+k = l aufgespannt.
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In diesen Eigenräume müssen wir den Kern von E finden. Also suchen wir
Linearkombinationen

w =

l∑
j=0

ajv
′
j ⊗ v′′l−j ,

so dass Ew = 0. Jeder solche nichtverschwindender Vektor w ist dann primitiv und
erzeugt eine irreduzible Unterdarstellung der Dimension n′+n′′−1−2l. Eigentlich
erstreckt sich die Summe in w auf einem kleineren Intervall falls l gross ist. Wir
nehmen aber an, dass l ≤ min(n′, n′′), so dass alle v′j , v

′′
l−j in der Summe wohlde-

finiert sind. Wir werden dann zeigen, dass alle primitive Vektoren diese Annahme
erfüllen.

Wir lösen jetzt die Gleichung Ew = 0 für die Koeffizienten aj bei gegebenem l:

0 = E

l∑
j=0

ajv
′
j ⊗ v′′l−j

=

l∑
j=0

aj(Ev
′
j ⊗ v′′l−j + v′j ⊗ Ev′′l−j)

=

l∑
j=1

ajj(n
′ + 1− j)v′j−1 ⊗ v′′l−j +

l−1∑
j=0

(l − j)(n′′ + 1− l + j)v′j ⊗ v′′l−j−1

=

l−1∑
j=0

(aj+1(j + 1)(n′ − j) + aj(l − j)(n′′ + 1− l + j)) v′j ⊗ v′′l−j−1

Wir erhalten die Rekursionsformel

aj+1 = − (l − j)(n′′ + 1− l + j)

(j + 1)(n′ − j))
aj , j = 0, . . . , l − 1,

(wir können durch (j + 1)(n′− j) dividieren, weil dieser Ausdruck für j im angege-
benen Intervall niemals verschwindet) mit Lösung

aj = (−1)j
(n′ − j)!(n′′ − l + j)!

j!(l − j)!
.

Somit haben wir für jedes l = 0, 1, . . . ,min(n′, n′′) einen irreduziblen invarianten
Unterraum der Dimension n′ + n′′ + 1− 2l. Die Summe dieser Dimensionen ist

min(n′,n′′)∑
l=0

(n′ + n′′ + 1− 2l) = (n′ + 1)(n′′ + 1),

also gleich der Dimension des Tensorproduktes. Somit haben wir das Tensorprodukt
vollständig reduziert. Da n′+n′′−min(n′, n′′) = |n′−n′′|, können wir das Resultat
folgendermassen formulieren.

Satz 7.6.1. (Clebsch–Gordan Zerlegung) Die Zerlegung eines Tensorproduktes
von irreduziblen Darstellungen der Dimensionen n′ + 1, n′′ + 1 ist:

ρn′ ⊗ ρn′′ ∼= ρn′+n′′ ⊕ ρn′+n′′−2 ⊕ · · · ⊕ ρ|n′−n′′|.

Die irreduzible Unterdarstellung der Dimension n′ + n′′ + 1 − 2l ist aufgespannt
durch wl, Fwl, . . . , F

n′+n′′−2lwl wobei, bezüglich der oben definierten Basen,

wl =

l∑
j=0

(−1)j
(n′ − j)!(n′′ − l + j)!

j!(l − j)!
v′j ⊗ v′′l−j .
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Beispiel 7.6.1. n′ = n′′ = 1. Der Darstellungsraum von ρ2 ist zweidimensional
mit Basis v0, v1 = Fv0. Das Tensorprodukt hat Dimension 4 und ist eine direkte
Summe einer dreidimensionalen Darstellung mit Basis v0⊗v0, v0⊗v1+v1⊗v0, v1⊗v1

und einer eindimensionalen Darstellung, aufgespannt durch v0 ⊗ v1 − v1 ⊗ v0. Die
Zerlegung ist also die Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren.



ANHANG A

Begriffe aus der linearen Algebra

A.1. Direkte Summen

Alle Vektorräume seien über einem festen Körper K, z.B. R oder C.
Direkte Summen von Vektorräumen beziehen sich auf zwei zunächst logisch

verschiedene Begriffe, die aber a posteriori identifiziert werden können.
Erstens sagen wir, dass ein Vektorraum V in einer direkten Summe von Un-

terräumen V1, . . . , Vn ⊂ V zerfällt (Notation: V = V1⊕ · · · ⊕ Vn), falls jeder Vektor
v ∈ V eindeutig als v = v1 + · · · + vn dargestellt werden kann, wobei vi ∈ Vi,
i = 1, . . . n (Beipiel: ist V1 ⊂ R3 eine Gerade durch 0, V2 ⊂ R3 eine Ebene durch 0,
die V1 nicht enthält, so ist R3 = V1 ⊕ V2).

Zweitens, gegeben n beliebige Vektorräume V1, . . . , Vn, definiert man deren di-
rekte Summe V = V1+̇ · · · +̇Vn als das kartesische Produkt V = V1 × · · · × Vn mit
Vektorraumstruktur

(v1, . . . , vn) + (v′1, . . . , v
′
n) = (v1 + v′1, . . . , vn + v′n), vi, v

′
i ∈ Vi,

λ(v1, . . . , vn) = (λv1, . . . , λvn), λ ∈ K, vi ∈ Vi,

(Beispiel: R2 = R+̇R). Dann definiert die Abbildung ιi : Vi → V ,

v 7→ (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0),

mit v an der iten Stelle, eine Einbettung von Vi in V . Identifiziert man, für alle
i, Vi mit dem Unterraum ιi(Vi) von V , so zerfällt V in einer direkten Summe von
V1, . . . , Vn. Mit dieser Vereinbarung können wir dann +̇ durch ⊕ ersetzen. Wir
schreiben auch v1 ⊕ · · · ⊕ vn um den Vektor (v1, . . . , vn) von V1 ⊕ · · · ⊕ Vn zu
bezeichnen.

Es sei nun eine lineare Abbildung A : V →W gegeben, wobei V = V1⊕· · ·⊕Vn,
W = W1⊕· · ·⊕Wm. Dann hat A Komponenten Aij : Vj →Wi: das Bild w = Av von
v = v1⊕· · ·⊕vn hat eine Zerlegung w = w1⊕· · ·⊕wm, und wir setzen wi =

∑
j Aijvj .

In anderen Worten, haben wir Aij = pi ◦ A ◦ ιj , wobei pi : w1 ⊕ · · · ⊕ wm 7→
wi die Projektion W → Wi ist. Also ist Aij als Zusammensetzung von linearen
Abbildungen linear.

Wir sagen, dass eine Basis (ei)
N
i=1 einer endlichdimensionalen direkten Sum-

me V = V1 ⊕ · · · ⊕ VN kompatibel ist, falls e1, . . . , ed1 eine Basis von V1 ist,
ed1+1, . . . , ed1+d2 eine Basis von V2 ist, und so weiter. Dann zerfällt die Matrix
einer linearen Abbildung A : V → W bezüglich kompatibler Basen in Kästchen,
die die Matrizen der Komponenten Aij enthalten:

A =

 A11 · · · A1n

...
. . .

...
Am1 · · · Amn

 ,

Sind V
A→W

B→ Z lineare Abbildungen zwischen als direkten Summen dargestellten
Vektorraäumen, so gilt für Komponenten (BA)ij =

∑
k BikAkj .

65
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A.2. Tensorprodukte

Wir betrachten Vektorräume über K = C oder R. Für eine beliebige Menge
M , bezeichnen wir mit K[M ] den Vektorraum aller formalen Linearkombinationen
von Elementen aus M mit Koeffizienten aus K. Also ist ein Vektor in K[M ] ein
formaler Ausdruck der Form λ1m1 + · · ·+λkmk mit mi ∈M und λi ∈ K. Addition
und Multiplikation mit einem Skalar sind durch Addition, bzw. Multiplikation mit
einem Skalar, der Koeffizienten definiert. Sind zum Beispiel m,m′,m′′ drei Elemente
aus M so hat man (3m+m′)+(−4m+4m′′) = −m+m′+4m′′ und 4 ·(3m+2m′) =
12m + 8m′. Wir benützen wie üblich die Schreibweise m := 1m, −m := (−1)m.
Nach Konstruktion ist dann M eine Basis von K[M ].

Definition A.2.1. Das Tensorprodukt zweier Vektorräume V,W ist der Vek-
torraum K[V ×W ]/U , wobei U der von den Vektoren

(λ1v1 + λ2v2, w)− λ1(v1, w)− λ2(v2, w), λi ∈ K, vi ∈ V,w ∈W,
(v, λ1w1 + λ2w2)− λ1(v, w1)− λ2(v, w2), λi ∈ K, v ∈ V,wi ∈W,

erzeugter Unterraum ist.1

Die Äquivalenzklasse von (v, w) in V ⊗W wird mit v⊗w bezeichnet. Vektoren
in V ⊗W werden manchmal Tensoren (von Rank 2) genannt. Tensoren der Form
v ⊗ w werden reine Tensoren genannt.

Was das alles bedeutet, ist durch folgendes Lemma erklärt, das als eine prag-
matische Definition von V ⊗W aufgefasst werden kann.

Lemma A.2.1.

(i) V ⊗W besteht aus Elementen der Form v1 ⊗ w1 + · · · vn ⊗ wn.
(ii) Es gelten die Rechenregeln

(λ1v1 + λ2v2)⊗ w = λ1(v1 ⊗ w) + λ2(v2 ⊗ w), λi ∈ K, vi ∈ V,w ∈W,
v ⊗ (λ1w1 + λ2w2) = λ1(v ⊗ w1) + λ2(v ⊗ w2), λi ∈ K, v ∈ V,wi ∈W.

Beweis. (ii) ist eine unmittelbare Folge der Definition: die Differenz zwischen
linke und rechte Seite ist die Klasse eines Elements in U also gleich null. Insbe-
sondere ist (λv) ⊗ w = λ(v ⊗ w), was (i) zeigt: nach Definition ist nämlich jedes
Element in V ⊗W von der Form λ1(u1⊗w1) + · · ·λn(vn⊗wn) mit λi ∈ K, ui ∈ V ,
wi ∈W . Setzen wir vi = λiui so erhalten wir die Behauptung. �

Satz A.2.2. Sei (ei)i∈I eine Basis von V , (fj)j∈J eine Basis von W . Dann ist
(ei ⊗ fj)(i,j)∈I×J eine Basis von V ⊗W .

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jedes Element von V ⊗W eine Linearkom-
bination von ei ⊗ fj , i ∈ I, j ∈ J ist. Wegen Lemma A.2.1 genügt es dies für
Elemente der Form v ⊗w zu zeigen. Aber v ist eine Linearkombination

∑
viei der

ei mit endlich vielen nichtverschwindenden Komponenten vi ∈ K, also haben wir
nach wiederholter Anwendung von Lemma A.2.1:

v ⊗ w = (vi1ei1 + · · ·+ vikeik)⊗ w = vi1ei1 ⊗ w + · · ·+ vikeik ⊗ w.
Ähnlich schreiben wir w als Linearkombination der fj , und wir erhalten v ⊗ w =∑
i,j v

iwjei ⊗ fj .
Es bleibt zu zeigen, dass die Vektoren ei ⊗ fj linear unabhängig sind. Dafür

benützen wir das später bewiesene

Lemma A.2.3. Ist α : V → K eine lineare Funktion, so existiert genau eine
linare Abbildung α1 : V ⊗W →W , so dass α1(v ⊗ w) = α1(v)w

1Hier bezeichnet (v, w) ∈ V ×W das geordnete Paar bestehend aus v und w (nicht etwa ein
Skalarprodukt)
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Um den Satz fertig zu beweisen, setzen wir, für beliebig gegebenem j, α(ei) =
δij , ∀i ∈ I. Nehmen wir an, es existieren Zahlen λkl, höchstens endlich viele davon
nicht verschwindend, so dass

∑
kl λklek⊗fl = 0. Dann ist 0 = α1(

∑
kl λklek⊗fl) =∑

kl λklα(ek)fl =
∑
l λjlfl. Da aber die fl linear unabhängig sind, verschwindet

λjl für alle l ∈ J . Aber j ist beliebig, also verschwinden alle λjl, j ∈ I, l ∈ J : die
Vektoren ei ⊗ fj sind linear unabhängig. �

Also ist insbesondere die Dimension eines Tensorproduktes gleich dem Produkt
der Dimensionen der Faktoren.

Wir können Komponenten vij ∈ K eines Tensors v ∈ V ⊗W bezüglich Ba-
sen (ei), (fj) von V bzw. W durch die Formel v =

∑
ij v

ijei ⊗ fj einführen. Sind

e′i =
∑
k A

k
i ek, f ′j =

∑
lB

l
jfl andere Basen, so ist die Beziehung zwischen den

entsprechenden Komponenten vij ′ und den Komponenten vij durch die Formel

(A.1) vij =
∑
kl

AikB
j
l v
kl′

gegeben. So erhält man eine andere, in der Physik und der frühen Differentialgeo-
metrie geläufige, Definition von Tensorprodukte: ein Tensor in V ⊗W ist eine von
einer Wahl von Basen in V und W abhängige Sammlung von Zahlen vij , die sich
unter Basiswechsel wie in (A.1) transformieren.

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung von Lemma A.2.3, die “universelle
Eigenschaft von Tensorprodukten”. In vielen Bücher wird diese Eigenschaft als De-
finition der Tensorprodukte verwendet. Eine bilineare Abbildung von einem Kartesi-
schen Produkt V ×W von Vektorräumen nach einem Vektorraum Z ist eine Abbil-
dung f so, dass für beliebige feste v0 ∈ V , w0 ∈W , die Abbildungen v 7→ f(v, w0),
w 7→ f(v0, w) linear sind. Zum Beispiel ist die Abbildung (v, w) 7→ α(v)w von
Lemma A.2.1 bilinear.

Lemma A.2.4. Für jede bilineare Abbildung f : V × W → Z existiert eine
eindeutige lineare Abbildung f̄ : V ⊗W → Z so, dass f̄(v ⊗ w) = f(v, w).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma A.2.1, (i). Existenz: wir definieren

f̃ : K[V ×W ]→ Z durch

f̃(λ1(v1, w1) + · · ·+ λn(vn, wn)) = λ1f(v1, w1) + · · ·λnf(vn, wn).

Aus der Linearität von f folgt dann, dass f̃ auf dem Unterraum U verschwindet,
und so eine wohldefinierte Abbildung f̄ auf dem Quotient K[V ×W ]/U induziert.
Sie erfüllt f̄(v ⊗ w) = f(v, w). �

Dieses Lemma ist nützlich, um eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften
von Tensorprodukten su beweisen. So können wir Tensorprodukte von linearen
Abbildungen konstruieren:

Satz A.2.5. Sind A : V → V ′, B : W → W ′ lineare Abbildungen so existiert
eine eindeutige Abbildung A⊗B : V ⊗W → V ′⊗W ′ Sind C : V ′ → V ′′, D : W ′ →
W ′′ ebenfalls lineare Abbildungen so gilt (C ⊗D)(A⊗B) = CA⊗DB.

Beweis. Die Abbildung f : V × W → V ′ ⊗ W ′, f(v, w) = Av ⊗ Bw ist
bilinear (zeigen Sie das!), also induziert sie eine eindeutige Abbildung f̄ = A ⊗ B
mit der gewünschten Eigenschaft. Die Produktregel folgt nach Anwendung von
(C ⊗D)(A⊗B) auf ein Element der Form v ⊗ w. �

Wählen wir Basen (ei)i∈I , (fj)j∈J , (e
′
i)i∈I′ , (f

′
j)j∈J′ der Vektorräumen V,W, V ′,

bzw. W ′, so sind die linearen Abbildungen A,B durch Matrizen (Aij), (Bij) gege-
ben. Die Matrix von A⊗B bezüglich der Basen (ei⊗fj)(i,j)∈I×J , (e′i⊗f ′j)(i,j)∈I′×J′
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ist dann (A⊗B)(k,l)(i,j) = AkiBlj . Es gilt nämlich

(A⊗B)ei ⊗ fj = Aei ⊗Bfj
=

∑
k

Akie
′
k ⊗

∑
l

Bljf
′
l

=
∑
k,l

AkiBlje
′
k ⊗ f ′l .

Satz A.2.6. Sind A : V → V , B : W → W lineare Abbildungen auf endlichdi-
mensionalen Vektorräumen, so gilt tr(A⊗B) = tr(A)tr(B)

Beweis. Die Spur ist die Summe der diagonalen Matrixelemente bezüglich
einer beliebigen Basis. Also haben wir bezüglich einer Basis ei ⊗ fj wie oben,

tr(A⊗B) =
∑
(i,j)

(A⊗B)(i,j)(i,j)

=
∑
i,j

AiiBjj

=
∑
i

Aii
∑
j

Bjj

= tr(A)tr(B).

�

Allgemeiner kann man Tensorprodukte von n Vektorräumen V1, . . . , Vn definie-
ren:

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn = K[V1 × · · · × Vn]/U,

wobei U von den Vektoren der Form

(. . . , vi−1, λvi + λ′v′i, vi+1, . . . )

−λ(. . . , vi−1, vi, vi+1, . . . )− λ′(. . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . ), i = 1, . . . , n,

erzeugt ist. Die Klasse von (v1, . . . , vn) wird mit v1 ⊗ · · · ⊗ vn bezeichnet. Wie im
Lemma A.2.4 zeigt man die universelle Eigenschaft: es existiert zu jeder multilinea-
ren (d.h. in jedem Argument linearen) Abbildung f : V1 × · · · × Vn → W eine ein-
deutige lineare Abbildung f̄ : V1⊗· · ·⊗Vn →W mit f̄(v1⊗· · ·⊗vn) = f(v1, . . . , vn)
für alle vi ∈ Vi.

Dieses n-fache Tensorprodukt kann auch als iteriertes zweifache Tensorprodukt
aufgefasst werden, dank dem

Lemma A.2.7. Zu jedem Tripel V,W,Z von Vektorräumen, existiert genau ein
linearer Isomorphismus (V ⊗W )⊗Z → V ⊗W⊗Z, so, dass (v⊗w)⊗z 7→ v⊗w⊗z,
für alle v ∈ V , w ∈W und z ∈ Z.

Beweis. Die Abbildung f : (V ×W )×Z → V ⊗W⊗Z, ((v, w), z) 7→ v⊗w⊗z ist
multilinear. Insbesondere ist sie für jedes feste z ∈ Z bilinear in den ersten beiden
Argumenten. Sie induziert deshalb nach Lemma A.2.4 eine bilineare Abbildung
f1 : (V ⊗W )× Z → V ⊗W ⊗ Z, mit f1(v ⊗ w, z) = v ⊗ w ⊗ z. Wenden wir dann
Lemma A.2.4 nochmals an, so erhalten wir eine lineare Abbildung von (V ⊗W )⊗Z
nach V ⊗W⊗Z die (v⊗w)⊗z nach v⊗w⊗z sendet. Diese Abbildung ist invertierbar:
die inverse Abbildung ist durch die multilineare Abbildung (v, w, z)→ (v ⊗w)⊗ z
induziert, und bildet deshalb v ⊗ w ⊗ z nach (v ⊗ w)⊗ z ab. �

Wie im Falle von zwei Faktoren, bilden für jede Wahl von Basen (e
(i)
j )j∈Ii der

Vektorräume Vi, die Tensoren e
(1)
i1
⊗ · · · e(n)

in
eine Basis von V1 ⊗ · · · ⊗ Vn. Dabei

läuft (i1, . . . , in) über I1 × · · · × In. Hat man lineare Abbildungen Ai : Vi ⊗Wi,
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1 ≤ i ≤ n so ist ihr Tensorprodukt A = A1 ⊗ · · · ⊗ An eine lineare Abbildung von
V1⊗ · · · ⊗Vn nach W1⊗ · · · ⊗Wn. Sie erfüllt A(v1⊗ · · · ⊗ vn) = A1v1⊗ · · · ⊗Anvn.
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