D-MATH Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik FS18

Prof. J. Teichmann

Musterlosung 2

1. a) Sei X die Anzahl der Erfolge in einer Serie von gleichartigen und unabhéngigen Versuchen,
die jeweils nur zwei mogliche Ergebnisse haben (“Erfolg” oder “Misserfolg”). Dann heisst
X Binomial verteilt, X ~ Binom(n,p), mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0.7 und n = 5
Versuchen.

P(X = k) = (Z)pm _pyt
i) Einsetzen k =3, P(X =3) =10-0.73-0.3% = 0.31,
oder in R: dbinom(3,5,.7).
i) P(X >3) =0 _,P(X =k)=0.31+0.36 +0.17 = 0.84,
oder in R: pbinom(2,5, .7,lower.tail=FALSE)

b) Hier kann man zwei Ansétze verwenden:

1. Binomialverteilung: Finde n so dass «,, := Zi:o P(X =k) < 5%.
(Wir beniitzen P(X > 3) = 1-P(X < 2)). Wir wissen schon a5 = 16%. Analog berechnen
wir ag = 7%, ay = 3% (mit pbinom(2,n,.7)). Also man muss die Reaktion mindestens
7-mal durchfiihren. Der Nachteil dieses Ansatzes ist, dass man alle Summande in «, fiir
jedes n berechnen muss.

2. Negative Binomialverteilung: Sei Y der Anzahl der erfolglosen Versuche, die erfor-
derlich sind, um in einem Bernoulli-Prozess eine vorgegebene Anzahl r von FErfolgen zu
erzielen. Dann heisst Y negativ binomialverteilt, Y ~ N B(r, p), mit Wahrscheinlichkeits-

funktion .
m-+r—

P(Y = = (1 —p)™

(Y =m) < m >p( p)

(Vorsicht: es gibt auch andere Versionen)
Finde m so dass v, := Y _,,_, P(Y = m) > 95%. Die Antwort ist dann n + 7.
n| 0 1 2 3 4

Yn | 34 65 84 .93 .97
Man koénnte auch gnbinom(.95,3,.7) beniitzen um die Antwort direkt zu erhalten. Also
die Antwort ist wieder 3+4 = 7. Die Vorteile dieses Ansatzes sind, dass man nur den letzten
Summanden in 7, fiir jedes n berechnen muss, und dass man die Wahrscheinlichkeiten
erhélt, nach n + r Versuchen geniigend Erfolge zu erzielen.

Hier » = 3, also berechnen wir mit pnbinom(n,3,.7).

2. a) Sie erhalten neun der 36 Karten, Ihr Vater neun der restlichen 27 Karten, IThr Bruder neun der
verbleibenden 18 Karten und der vierte Mitspieler bekommt die neun iibrigen Karten, d.h. es

gibt

36\ /27 (/18

9 9 9
Moglichkeiten, wie die Karten verteilt werden konnen.

b) Der Grundraum besteht aus allen Arten, wie die Karten auf die Spieler verteilt werden kénnen.
Es ist sinvoll anzunehmen, dass alle Elementarereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.
S; bezeichnet nun die Menge der Karten des i-ten Spielers, ¢ = 1,2, 3, 4.

B S; € {QAs, OKonig, ..., N7, 86}, |S;| =9 firi =1,2,3,4;
€ = {(51’52753’54) ’ und U?Zl Si; = {QAs, OKonig, ..., &7, &6}

Bitte wenden!



und gemiss a) || = (396) (297) (198). Das Ereignis, dass Sie sich alle “Herz” austeilen, kann durch

B = {(51,52,53,54)69: 51:{@As,@Konig,...,w,@ﬁ}}

beschrieben werden. Es ist klar, dass | B| = (297) (198) (Wenn Sie alle “Herz” haben, dann miissen

nur die restlichen 27 Karten auf Thre drei Mitspieler verteilt werden). Daher gilt
27\ (18

PB] = @: 3§9)2§9)18 - 316 :

2 ()6 ()

c) Das Ereignis kann so beschrieben werden:

C= {(51,52,53,54) : 8 € {{@As,...,@6},{<>As,...,<>6},{.7.As,...,4.6},{¢As,...,¢6}}}
Daraus folgt direkt

|IC]  4x (297)(198) 4
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d) Das Ereignis kann so beschrieben werden:

P[]

D= {(51,52,53,54) : 51,52 S {{@AS,.. .,@6},{<>AS,. . .,QG},{*AS,...,&6},{QAS,...,‘6}}}

Daraus folgt dann (Es git 12 Moglichkeiten, von den vier Farben jeweils einen kompletten
Satz auf Sie und Thren Vater zu verteilen, dann miissen noch die restlichen 18 Karten auf die
anderen Spieler verteilt werden.)

D] 4x3x () 12

TOI — 36\ 27\ (18\ — (36 (27\"
2 (9E)E) ()E)

e) Falls ein weiterer Mitspieler nur Karten der gleichen Farbe hat, dann haben alle Spieler jeweils
nur Karten der gleichen Farbe. D.h. das Ereignis kann durch E = D\ D’ beschrieben werden,
wobei

D/ = {(51752,53754) : 51752,53754 S {{@Ab, . .,@6},{<>AS,. . .,QG},{&AS, ‘e ,&6},{‘AS, . ,‘6}}}

P[D]

Offensichtlich ist D’ C D und daher
D' _ 41 C12x () -2

C@DEE) @)

P[E] = P[D]- P[D'] = P|D] -

3. Betrachte Q@ = {w = (wi,...,wp) |w; € {—1,41}} und Sy := Zle Xi, wobel X; = £1 mit
Wahrscheinlichkeit 1/2. Weiter gilt:

n ln/2]
Ry =) lis—0p = Y Lisy—o}
k=1 k=1

denn Sy gleich 0 sein kann nur fiir gerade k. Somit, wegen Satz 2.1 im Skript, gilt

n/2] /2] o)
E[Ry)= > PlSy=0= )Y <k )2%_

k=1 k=1

Aufgrund der Stirling’sche Formel ist (21,5)2*2’C ~ 1/Vkm. Also, wegen > ;2 1/Vkm = oo, erhilt
man
lim E[R,] = cc.

n—oo

Man kann auch die Summe als Integral approximieren, dann erhélt man dass sich R,, asymptotisch
wie y/2n /7 verhilt. Die folgende Abbildung zeigt den Mittelwert von R,, in eine Probe von 100
Irrfahrten im Vergleich mit der asymptotischen Erwartung.

Siehe nichstes Blatt!
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