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Wahrscheinlichkeit & Statistik

Musterlosung Serie 8

Verteilungsfunktion von Z:

Fy(2) =P[Z <z =P|Z < zlY >0|PlY > 0]+ P[Z < z]Y <0]P[Y <0
W 1/2P[X < 2|Y > 0] + 1/2P[-X < 2|V < 0]
**)

1/2P[X < 2] +1/2P[X > —2] = 1/2(®(2) + 1 — B(—2)) = (2)

Also ist Z ebenfalls AV/(0, 1)-verteilt.
(*) falls Y > 0 ist, so ist Z = X und falls Y < 0 ist, so ist Z = —X.
(**) da X und Y unabhéngig sind.

Mit o(X, Z) = Coli folgt aus

Cov(X, Z) = E[(X — E[X])(Z — E[Z])] = E[X Z] = E[sign(Y) X?|
= Elsign(Y)] E[X?] =0,

dass die Korrelation von X und Z gleich 0 ist.
PIX+7Z=0=P[Z=-X]=PlY <0]=1/2

Nein, denn sonst wire X + Z ~ N(0,2) und damit P[X + Z = 0] =0, im
Widerspruch zu c).

Alternative Begriindung: wenn X und Z unabhéngig wéren, miisste fiir alle
A und B in R gelten

PX € A,Z € B] = P|X € A|P[Z € B],

aber z.B. es gilt nicht fiir A =[—1,1] und B = [2, 00).

Es gilt
E[(Y - 8)%

E[((Y —E[Y]) + (E[Y] - 8))*]
(Y —E[Y])* + 2B[(Y - E[Y])(E[Y] - )] + (E[Y] - 8)*]
[(V —E[Y])*] +2E[(Y —E[Y NEY] - A +HEY] - B)%,

=E[Y]-P)E [Y E[Y]]=0
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Bitte wenden!



b)

also ist E[(Y — 3)?] minimal, wenn der letzte Term oben verschwindet, also
wenn 8 = E[Y]. Das Minimum ist dann E[(Y — 3)?] = Var[Y].
Alternativ kann man direkt

E[(Y — )°) = Var[Y — f] + (E[Y - 5])* = Var[y — §] + (E[Y] - §)*
verwenden, was wiederum fiir 5 = E[Y] minimal ist, woraus sich genauso
E[(Y — $)?] = Var[Y] im Minimum ergibt.

Gesucht sind nun « und S, die den Ausdruck
E[(Y — (aX + B))%] = Var[Y — (aX + 8)] + E[Y — (aX + B)]?
= Var[Y — aX] + E[Y — (aX + )2

minimieren. Da der erste Term unabhéngig von S ist, braucht § nur den
zweiten Summanden zu minimieren. Offensichtlich ist

3 =E[Y] - aE[X]

die richtige Wahl, da dann E[Y — (aX + ()]? (> 0) verschwindet. Um den
anderen Term zu minimieren formen wir zundchst um, aus der Bilinearitét
der Kovarianz folgt

Var[Y — aX] = Cov(Y — aX,Y — aX)
= Var[Y] + o? Var[X] — 2a Cov(X,Y),

Ableiten nach o und Nullsetzen

diVar[Y — aX] =2a Var[X] — 2 Cov(X,Y) =0,
«

Cov(X,Y)
Var[X]

ergibt a = . Mit dieser Wahl von a und g ergibt sich dann das

Minimum zu

E[(Y — (aX + B))?]

= Var[Y] + % Var[X] — 2 % Cov(X,Y) "
B Cov(X,Y)* Cov(X,Y)?

= ValY] - =y~ VarlY] (1 ~ Var[X] Var[y]>

= Var[Y](1 — 0%).

Das Verhiltnis des mittleren quadratischen Prognosefehlers in b) zu demje-
nigen aus a) ist 1 — g®. Bei unkorrelierten X und Y (¢ = 0) bringt der
Einbezug von X in die Prognose also nichts, bei vollstdndig korrelierten
Zufallsvariablen ist sogar eine fehlerfreie Prognose moglich, wenn auf X ab-
gestiitzt wird.

Siehe nichstes Blatt!



d) =: Aus Gleichung (1) sehen wir dass wir o und f so wéhlen konnen, dass
E[(Y — (aX + 3))*] = Var[Y](1 — ¢?) gilt, falls |o] = 1 gilt, folgt daraus
E[(Y — (aX + )2 = 0, also Y — (aX + 8) 2 0. Wegen o = =1 ist
Cov(X,Y) # 0 und somit auch o # 0.

. _ _ _ Cov(X,aX+p) _ o Var[X] _
o= Q(X’ Y) N Q<X’ aX + ﬁ) N \/Var[X]Var[aX—l-ﬂ] N \/Var[X}az\/ar[X} N

sign(a) = 1, wegen « # 0.

a) Firt >0
IP(X Z CL) = ]P)(etX Z et(l)Cheb%shev]E(etX)e_m = M(t)e_ta’
Firt <0

IP(X S CL) = ]P)(etX > et(l)Cheb%shev]E(etX)e_m = M(t)e_ta’

b) Die Momenterzeugende Funktion von Z ist

M(t) = E(e)
1 & t _ 2/2
= — eFe * 1 dz
V 2w /oo
1 o 2
—(z —2tz/2)d
= — e Z
V 2w /oo

1 > —((z=1)%/2+t2/2) g
— e z
V2T J o

_ P o—(=07/2) .,

7l

et’/2,
Von teil a) und M (t) = et’/2,

P(Z >a) < e~ tapt?/2

fiir t > 0. Setzen t = a, dann gilt

P(Z > a) < e @72



