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1. Wir zeigen zuerst, dass das starke Gesetz der grossen Zahlen nicht gilt. Betrachte
die Ereignisse A,, = {|X,| > n},n > 2. Dann gilt

P[A,] =1/(nlogn) = Y P[A,] = .

n=2

Aus der Divergenz der Reihe und der Unabhéngigkeit der X;, folgt mit dem
zweiten Teil des Borel-Cantelli Lemmas, dass die Ereignisse A, unendlich oft
eintreten mit Wahrscheinlichkeit 1. Wenn das starke Gesetz gelten wiirde, miisste
Sp/n — 0, P-f.s. Dann miisste es zu fast jedem w und jedem & > 0 ein ng(w, €)
geben, so dass wenn n > ng, dann |S,(w)| < ne. Dann folgt aber, fiir n > ng:
| Xoi1] < 1Sna1| 415 < (n+1)e+ne < 2(n+1)e. Dies ist aber ein Widerspruch
zu dem unendlich oft Eintreten der A,,.

Wir zeigen jetzt, dass das schwache Gesetz der grossen Zahlen gilt. Es gilt:
Var(Xy) = k/logk. Da die Funktion z/logz ein lokales Minimum bei z = e
hat, erhalten wir mit der Chebychev Ungleichung fiir ¢ > 0:
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2 (n—3)n
~ e2n?log2  e?n?log(n)

— 0, n = oo.

2. Betrachte X, X5, ... iid mit X; ~ POIS(1). Insbesondere gilt = E[X;] =1 =
Var[X;] = 02. Aussderdem ist S, = X; + --- + X,, wieder Poisson verteilt mit
Parameter n. Wegen des zentralen Grenzwertsatzes folgt
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3. a) Es gelten
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e ox(0)=E[e"] =E[1] =1 und

o |ox(t)| = [E[e"¥]| < E[le"¥|] =E[1] = 1.

e Stetigkeit von ¢x: sei (t,) ein Folge in R die gegen t € R konvergiert,
dann konvergiert die Funktionenfolge f,(x) := e""® punktweise gegen
f(x) = € da die konstante Funktion 1 eine integrierbare Majoran-

te fiir (f,) darstellt, konnen wir den Satz der dominierten Konvergenz
anwenden und erhalten

pxltn) = [ ¢ da)

/fn u(da) —>/f :/eitm(dx):w(t).

e Schliesslich gilt noch
SOaX+b(t) _ E[eit(aX+b)] _ eitb]E[eitaX] _ eitbgpx(at).

b) Offensichtlich gilt die Aussage fiir & = 0, nehmen wir also an die Aussage
gilt fiir beliebiges k£ < n, dann miissen wir zeigen, dass sie auch fiir £ + 1
gilt. Zunéchst machen wir die Abschéatzung
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wegen E[| X[ < E[|X|"] < oo ist also | X|*T! eine integrierbare Majorante

fiir jede beliebige Funktionenfolge f,(w) := ’ikX (w)* ei(Hh")X}(:)_e“X(w)

(hy) eine Folge in R die gegen 0 konvergiert, mit der Linearitit des Erwar-
tungswertes und dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt dann fiir beliebiges
teR
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d.h. ¢ ist differenzierbar mit Ableitung ¢+ (¢) = FHE[X X,

c) Sei Y eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Dann ist

oy (t) = E[e"Y] / \/_ ; ey = \/_/ cos(tx)e™ dz,

—fY( )
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wobei die letzte Gleichheit aus e = cos(t) + i sin(¢) und der Tatsache dass
der sin ungerade ist folgt. (py ist nach t differenzierbar und wir diirfen die
Ableitung (nach 3/b) in das Integral hineinziehen, da die Normalverteilung
endliches erstes Moment hat. Wir differenzieren nach ¢ und integrieren dann
partiell nach =z,
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und somit il‘y’ 8 = —t, beide Seiten von 0 bis ¢ integrieren ergibt einerseits

/ot zi;d B / 25Tl (5))s = logo (1))~ 1og<s:/<0>> — log(iov (1))

. . t 2 .
sowie andererseits fo —sds = —%, insgesamt folgt
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5. Wir betrachten X,Y ~ iid Cauchy.

Aus der Dichte folgt mit dem Residuensatz

U 1 - uT 1 —|u
Ele X]:;/ e 1+w2d:ﬂze|‘. (1)

Daraus kann nun die charakteristische Funktion von (X +Y)/2 berechnet werden:

E[ez‘u(X—i—Y)/Q] _ E[ez‘uX/Q eiuY/Q] _ E[eiuX/Q] E[eiuY/2] _ €—|u|.

Aus der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion folgt nun, dass (X +
Y)/2 ~ Cauchy-verteilt ist.



