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1. Esseien X und Y unabhéngige, N(0, 1) - verteilte Zufallsvariablen. Wir betrach-
ten die Zufallsvariable Z, welche definiert ist als

X fallsY >0
= Sign(Y)-X:{ 4w ’

—-X fallsY <0.
a) Bestimmen Sie die Verteilung von Z.
b) Berechnen Sie die Korrelation von X und Z.
c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X + Z = 0).

d) Sind X und Z unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort durch ein prézises
mathematisches Argument.

2. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit E[X?] < co und E[Y?] < oo und
Var[X] > 0. Die Korrelation von X und Y sei mit o := o(X,Y’) bezeichnet. Wir
wollen Y vorhersagen, einerseits mit einer Konstanten § und andererseits mit
einer linearen Funktion X + 3. Dabei wollen wir, dass der mittlere quadratische
Fehler E[(Y — Prognose)?] minimal wird.

a) Bestimme $ so, dass E[(Y — 3)?] minimal wird und gib das zugehérige
Minimum an.

b) Bestimme o und 3 so, dass E[(Y — (X + /3))?] minimal wird und gib auch
hier das zugehorige Minimum an.

c) Zeige, dass das Verhéltnis l\l\giﬁz 3 gegeben ist durch 1 — ¢%. Wie ist dieses

Ergebnis zu interpretieren bzw. wann macht es Sinn die Zufallsvariable X
in die Prognose fiir Y einzubeziehen?

d) Folgere aus Punkt b):
lol=1 < 3acR\{0},BcR Y 2aX+35.

Bitte wenden!



3. a) Sei X eine Zufallsvariable mit Momenterzeugende Funktion M (t) = E[e™X].
Zeigen Sie dass

Firt >0

P(X >a) <e "M(t),
und fiir £ <0
P(z <a) <e "M(t).

b) Betrachten Sie eine Normalverteilte Zufallsvariable Z ~ N (0,1). Zeigen Sie
dass ,
P(Z >a) <e /2 fiira>0

und
P(Z < a) < e /2 fir a < 0.
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