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e Zweistiindige Priifung.

Winter 2017

e Erlaubte Hilfsmittel: 20 A4-Seiten eigene Notizen (von Hand geschrieben). Ta-
schenrechner sind NICHT erlaubt.

e Alle Aufgaben werden gleich gewichtet.

e Begriinden Sie jeweils Thre Aussagen. Nicht motivierte Losungen (ausser bei der

Multiple-Choice-Aufgabe) werden nicht akzeptiert!

e Tragen Sie die Losung der Aufgabe 6 (Multiple Choice) auf dem Extrablatt ein.
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Punkte

e Bitte fiillen Sie zuerst das Deckblatt aus.

e [egen Sie Thre Legi auf den Tisch.

e Schalten Sie Ihr Handy aus.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite, und schreiben Sie
Ihren Namen auf alle Blitter.

e Bitte nicht mit Bleistift schreiben. Auch nicht mit rot oder griin.

e Versuchen Sie Thren Losungsweg moglichst klar darzustellen
und arbeiten Sie sorgfiltig!

e Schauen Sie das Priifungsblatt erst an, wenn der
Assistent das Signal dazu gibt!

Viel Erfolg!



1. [6 Punkte] Gegeben sei die Matrix

1 1 1
A= |-1 1 «
0 -2 3

a) Finden Sie «, § € R, so dass die Spaltenvektoren von A orthogonal sind.

b) Mit den Werten « und 3 wie in a):

1. Berechnen Sie eine QR-Zerlegung von A.
2. Berechnen Sie |det(A)].

2. [6 Punkte] Gegeben sei die Matrix

2 0 =3
C=10 2 0
-3 0 2

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren von C'.
b) Bestimmen Sie eine orthonormale Eigenbasis zu C'.

¢) Berechnen Sie die Matrix

3. [6 Punkte] Fiir £ € N bezeichne P* den Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < k. Be-
trachten Sie die folgende Abbildung F : P3 — P3 definiert fiir alle f € P3 und alle z € R

durch
f—= F(f),
F(f) (@) =af'(x)+ 3 [y fs)ds.
a) Zeigen Sie, dass F eine lineare Abbildung ist.

b) Gegeben seien im Urbildraum und im Bildraum die Basis 1, z, 2. Durch welche Matrix A wird
JF beschrieben?

¢) Gegeben seien im Urbildraum die Basis 1 — z, 2z, 42% und im Bildraum die Basis 2, T %

Welches ist die neue Matrix B, die F nach dem Basiswechsel beschreibt?

4. [6 Punkte] Gegeben sei das Ausgleichsproblem: finde 2 € R?, so dass

T = argmin, g || Av — b2, (1)
wobei
L2222 V2
A= 3 3 -3 |, b= 11
-3 3 1

Siehe nichstes Blatt!



a) Losen Sie (1) mithilfe einer Singuldrwertzerlegung.
b) Schreiben Sie die Normalgleichungen fiir (1) auf und 16sen Sie sie.

Hinweis: Mit der Notation “argmin” in (1) ist das Element = € R? gemeint, welches den Ausdruck
||Az — b|| minimiert.

5. [6 Punkte] Wir betrachten den Vektorraum
1
L3-1,1] := {f [-1,1] — R' / |f(t)\2dt < oo}
—1

und die Abbildung (-,-): £2[—1,1] x £*[—1,1] — R definiert fiir alle f, g € £*[—1, 1] durch

(f.9) = /1f(t)g(t)dt.

a) Zeigen Sie, dass (-, -) ein Skalarprodukt iiber R definiert.

b) Wir betrachten die Funktionen fi(t) = sin(wkt) fir & € N. Zeigen Sie, dass die Vektoren
{fx : k € N} C £?[—1, 1] orthonormal beziiglich dem Skalarprodukt (-, -) sind.

Hinweis: Fiir a,b € R gilt sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).
¢) Zeigen Sie, dass die Vektoren { f : k£ € N} linear unabhéngig sind.

d) Was ist die Dimension von £%[—1,1]?

Bitte wenden!



6. [6 Punkte] Multiple Choice: Auf dem Extrablatt Richtig oder Falsch ankreuzen (Bei dieser Aufgabe
miissen Sie IThre Antwort nicht begriinden).

1 2 -
o3
~1 0 -1 3

Dann gilt: (A — B)* = A* — 2AB + B2

a) Gegeben seien die Matrizen

b) Gegeben seien A € R"*" und 0 # v € R" so dass Av = 0. Dann kann das Gleichungsystem
Ax = b nicht fir beliebige rechte Seite b 16sbar sein.

¢) Gegeben sei eine Matrix A € R™ " mit n Eigenwerte A, ..., \, ungleich null. Dann gilt
det(A) # 0.

d) Gegeben sei eine orthogonale Matrix A. Dann gilt det(A) = 1.

e) Sei P* wie in Aufgabe 3. definiert. Die Abbildung F : P> — P gegeben fiir alle f € P° und

alle z € R durch
{f = F(f),
F(f)(x) = £ (af(2)?),

ist linear.

f) Gegeben sei die Matrix

-1 1
A= 1 0
-1 -1



