D-ITET Analysis | HS 2018
Prof. Alessandra lozzi

Musterlosung 11

1. Fiir die Diffgleichung y” + 3’ = 0 ist das charakteristische Polynom
chp(A) =X+ A=0& X\ =0, l=-1
also ist die allgemeine Losung
y(x) =c1+cog-e”
Einsetzen der Anfangsbedingungen gibt die Bedingung
y(I)=ci+e-e !t =2undy/(1) = —cpe™ =2
Alsoistcy = —2eund ¢; =2+ 2-e- e~ ! = 4, d.h. die Lésung ist
y(x)=4—-2-e-e"=4—-2-"",

2. Das homogene Problem ist
y W —2y" 2y — 2 +y =0,
mit dem charakteristischen Polynom
chp(A) = A" — 203 + 207 — 2\ + 1.
Dieses hat die offensichtliche Nullstelle A\; = 1 und es folgt mittels Polynomdivision
chp(A\) = (A — 1)2(A\* + 1).
Somit ist die allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung
yn(x) = (C1 + Cox)e” + Cs cos(x) + Cysin(z).
Es bleibt die partikuldre Losung y,(«) zu finden. Dazu machen wir den Ansatz
() = Ac?e”,
denn y;, = (C} + Cox)e” ist bereits eine homogene Losung. Einsetzen liefert
4Ae" = e”.

Somit ist

1
Yp(z) = —z%e”,

4
eine partikuldre Losung. Die allgemeine Losung y(z) ist somit

1
y(x) = (Cy + Coz)e” 4+ Cs cos(x) + Cysin(zx) + Z—leex

Bitte wenden!



3. Das charakteristische Polynom \? + w? der homogenen Differentialgleichung & +
w?r = 0 hat Nullstellen \; » = +iw. Daraus folgt, dass die allgemeine Losung des
homogenen Problems

xp(t) = A cos(wt) + B sin(wt)

ist. Der Ansatz fiir die partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung
hingt von v ab:

a)

b)

w # v: Wir machen den Ansatz z,(t) = C cos(vt) + D sin(vt). Das liefert
tp(t) = —vCsin(vt) + vD cos(vt),
i,(t) = —v*Ccos(vt) — v*Dsin(vt).

Setzt man das in die Differentialgleichung & + w?z = sin(vt) ein, so erhilt man

sin(vt) = —v?Ccos(vt) — v*Dsin(vt) + w?(C cos(vt) + D sin(vt))
= CO(w?* —v?)cos(vt) + D(w?® — v?) sin(vt),

dh.C = 0und D = (w? — v?)~L. Die allgemeine Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung ist somit

z(t) = zp(t) + 2,(t) = A cos(wt) + B sin(wt) +

R sin(vt).

Wegen der Anfangsbedingung x(0) = 0 muss A = 0 sein. Mit der ersten Ablei-
tung

t(t) = wB cos(wt) + Ny cos(vt)
und £(0) = 0 gilt ferner
v 1
B=-Y.
w w?— 12
Damit haben wir die Losung:
v 1 ) :
z(t) = —= = sin(wt) + Y sin(vt)

w = v: Wir machen den Ansatz z,(t) = t (C cos(wt) + D sin(wt)). Das liefert

ty(t) = (Ccos(wt)+ Dsin(wt)) 4+t (—wC sin(wt) + wD cos(wt)),
i,(t) = 2(—wCsin(wt) +wD cos(wt)) + t (—w?C cos(wt) — w? D sin(wt)).

Setzt man das in die Differentialgleichung & + w2z = sin(wt) ein, so erhilt man

sin(wt) = 2(—wCsin(wt) +wD cos(wt)) + t (—w?C cos(wt) — w? D sin(wt))
+w?t (C cos(wt) + D sin(wt))
= —2w(C'sin(wt) + 2wD cos(wt),

Siehe nachstes Blatt!



c)

dh. C = —% und D = 0. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenti-
algleichung ist somit

t
x(t) = xp(t) + xp(t) = A cos(wt) + B sin(wt) — % cos(wt).
w
Wegen der Anfangsbedingung z(0) = 0 muss A = 0 sein. Mit der ersten Ablei-
tung

1 t
t(t) = wB cos(wt) — w0 cos(wt) + 3 sin(wt)
w

und #(0) = 0 gilt ferner
1
B=—.
2w?

Damit haben wir die Losung:

1 t
x(t) = 5 sin(wt) — w0 cos(wt)

Abbildung 1 zeigt die berechneten Auslenkungen x(t) fiir den Fall w = 1, v =
(durchgehende Linie) bzw. w = v = 1 (gestrichelte Linie). Man erkennt, dass
die Amplitude fiir w # v beschrinkt bleibt, wohingegen sie fiir w = v mit der
Zeit immer grosser wird. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer
Resonanzkatastrophe. Aus mathematischer Sicht ist der Term 5= cos(wt) in der

Losung von Teilaufgabe b) fiir diesen Effekt verantwortlich.

Bitte wenden!
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Abbildung 1: Auslenkungen z(t) fiir ¢ € [0, 107]

Siehe nachstes Blatt!



4. a) Wir betrachten die Differentialgleichung
2%y (x) — 3zy/(z) + 8y(x) =0 fiir x> 0. (1)

Nehmen wir an, dass y(z) eine Losung von dieser Differentialgleichung ist. De-
finieren wir
z(t) :==e" fir t>0,

folgt

=y (z(t))e’ = o/ (x(t))x(),

t
Coua(t) = - (/ (w(0))a(0)) = (2 (0)a(0) T (0) + 9/ (1)) ()

Da y(x) ein Losung der Differentialgleichung ist, folgt

%y(:v(t)) - 4%1/(%(15)) +8y(x(t)) = y"(x(t)(x(t))* — 3y (2(t))x(t) + Sy(x(t))
=0.

Also 16st die Funktion h(t) := y(z(t)) folgende Differentialgleichung

h(t) — 4h(t) + 8h(t) = 0, ()

wobei h(t) = < h(t) und h(t) = L h(t). Diese Differentialgleichung besitzt das

i T a2
charakteristische Polynom

chp(\) = A2 — 4\ + 8.
Die Nullstellen von chp(\) sind
M =2—-2¢ und Ny =2+ 20.
Somit ist die allgemeine reelle Losung von (2) gegeben durch
h(t) = e* (C} cos(2t) + Cysin(2t)).

Dat = In(z) und h(t) = y(z(t)) = y(e') folgt y(z) = h(In(x)). Die allgemeine
Losung von (1) ist somit

y(z) = 2% (Cy cos(2In(z)) + Cysin(21n(x))) ,

wobei Cl, CQ € R.

Bitte wenden!



b)

a)

Wir wihlen den Ansatz y(z) = x*. Wir berechnen:
(@) = aze”!

(@) = afa — 1)2?
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:

v*ala — 1)z % — 3war® + 8% =0
& (a(a—1)—3a+8)z* =0
Sa’—4a+8=0

Das letzte Polynom heisst Indexpolynom der Eulerschen Differentialgleichung.
Dessen Nullstellen sind:

0[1:2—2i und 0[2:2+22

2427 2—-21

Also sind z und z zwei linear unabhingige komplexe Losungen. Wir
erhalten zwei linear unabhéngige reelle Losungen, indem wir Real- und Imagi-
niirteil von z27% (oder 2~?%) berechnen:

Re(x2+2i) = Re (eln(z)(2+2i)) = Re <€21n(:v)62i ln(:):))
= 2@ cos(21In(x))
= 2” cos(2In(x)).

Analog:
Im(2**?") = 2*sin(21n(x)).

Also ist die allgemeine reelle Losung
y(x) = C12° cos(2In(x)) + Cyz?sin(21In(x)),

wobei Cl, 02 € R.

Fiir eine monoton steigende Funktion f gilt

sup f(z) = f(zx) und inf f(z) = f(zk-1).

J,‘Elk CCEIk

Also gilt

3

Si(f,2) =) flow)(wp — zp-1)

k=1

und
n

S-(f.2) =) _ flaw-)(@e — p-1).

k=1

Siehe nachstes Blatt!



b) Wenn die Zerlegung feiner wird, so wird S, (f, Z) kleiner. (Die Approximation
von oben wird besser.) Ausserdem ist f von unten beschrinkt durch f(a) und fiir
jede Zerlegung Z gilt S, (f, Z) > (b—a) f(a). Also haben wir eine fallende “Fol-
ge”, die von unten beschrénkt ist. Somit ist sie konvergent. Analog ist S_(f, Z)
eine steigende “Folge”, welche von oben beschrénkt ist (durch (b — a) f(b)). So-
mit konvergiert auch S_(f, Z).

¢) Es gilt
n—1
0<S:(f,2) = 5-(f.2) = (S}lpf — inf f) (@541 — ;)
=0 \ Y ’
n—1
=3 (flzjn) = f(2) (@j1 — 7))
5=0
n—1

d) Aus c) folgt:

0< lim (S:(f.2)~ S_(/.£)) < (/) - (@) lim 8(2) =0,

o(Z2)—0 0(2)—0

also gilt

6(12320 (S-i-(fv Z) - S—(f7 Z)) = 0.

Wi b) existi lim S.(f,Z)und lim S_(f,Z)undes gilt
egen )ex151eren§(§§go +(f, Z2) un 0(21{:1;20 (f,Z) und es gi

lim S+(f7z)_g(12%lios+(f7z): lim (S+(f,Z)—S_(f,Z)):O

o(2)—0 a(2)—0

Somit ist f Riemann-integrierbar.



