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Musterlosung 12

1. Wir schreiben
/0082(:1:)(19(: = /cos(:c) cos(z)dx = sin(x) cos(z) + /sinz(a:)da: +C

= sin(z) cos(z) + /(1 — cos?(z))dx + C
= sin(z) cos(z) + = — /COS2($)CZ$ +C.

Definieren wir nun

K = /COSZ(JZ)d$
erhalten wir die Gleichung
2K = sin(x) cos(z) + = + C.

Losen wir das nach K auf, erhalten wir also

K = /COSQ(?L‘)dl’ = %(sin(m) cos(z) + )+ C.

2. Zuerst muss man bestimmen, wo K, (z) > Ky(x) bzw. Ky(z) > K, (z) gilt. Aquiva-
lent dazu fragt man sich, wo sinx > cos x bzw. cos z > sin x ist. Man erhilt:

. T bmw
siInx > cosx & T € Z’Z ,

: s 5%
cosr > sinx & x € [O,ﬂ U {1,24 .

Dies entspricht den drei Regionen im Bild, welche von gelb, blau, der y-Achse und
der vertikalen unsichtbaren Geraden {x = 27} eingeschlossen werden:

Bitte wenden!



Plot[{3 +5in[x], 3 +Cos[x]}, {x, 8, 2m}]
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Deshalb folgt
/4 5m/4
F = / (3+Cosa:—3—sin:x)dx+/ (3+sinz —3 —cosx)dr +
0 w/4
27
+ / (3+cosx —3 —sinzx)dr
5m/4
= (cosz +sinx) 3/4 — (cosx + sinx)\f:/rf + (cosx + sinx) 22/4 =

= 4V/2.

3. Wir setzen t = y/z und bekommen z = t* und dz = 2tdt. Dann es folgt

1 t 1
——dr = 2 —dt =2 dt — | ——dt
/\/5+1 v (/t+1 >t:ﬁ (/ /t+1 )t:ﬁ
= 2(t—loglt+1|)=yz+C =2(Vx —log(vx + 1))+ C.

Wir setzen die Bedingung

2Vz —2log(Va + 1) + C)pmp = 1

ein und erhalten somit C' = 1. Es folgt

K(z) =2z —2log(v/x + 1)+ 1.

4. a) Wir erhalten mit zweifacher partieller Integration
/sinQ(t)e_t dt = —sin®(t)e™" + /2 cos(t) sin(t)e™" dt

= —sin*(t)e”" — 2cos(t) sin(t)e " + / (—2sin*(t) + 2cos?(t)) e " dt

Siehe nachstes Blatt!



b)

c)

Wenn wir auf beiden Seiten 4 [ sin®(t)e" dt addieren und die trigonometrische
Identitit sin?(t) + cos?(t) = 1 benutzen, folgt

5 / sin?(t)e~" dt = —sin®(t)e™" — 2cos(t) sin(t)e™" + /2€_t dt
= —sin?(t)e™" — 2cos(t) sin(t)e " — 2e*
und somit

1
/sin2(t)et dt = ~F (sin®(¢) + 2 cos(t) sin(t) + 2) e + C
Wir erhalten mit zweifacher partieller Integration

/sinh(t) cos(t) dt = cosh(t) cos(t) + /cosh(t) sin(t) dt
= cosh(t) cos(t) + sinh(t) sin(t) — /sinh(t) cos(t) dt

Das gesuchte Integral taucht auf beiden Seiten der Gleichung auf und wir konnen
danach auflosen. Damit erhalten wir

/sinh(t) cos(t) dt = % (cosh(t) cos(t) + sinh(¢) sin(t)) + C.

Beachte, dass der Integrand nur fiir ¢ € (0, 1) wohldefiniert ist. Es macht also
Sinn die Substitution u?> = t zu betrachten. Dann gilt dt = 2u du und mit der
Substitutionsregel folgt

/Fd—/m.zudu:g/@du

u — u? 1—u

Wir formen den Integranden weiter um zu

V1—u? 1 1—w® 1+u 1 L
l—u  V1T—u? 1-u Vi—w® Vi—® V1—u?
Fiir verbleibenden Ausdriicke kAqnnen wir die Stammfunktionen direkt ange-

ben. (Beim zweiten Audruck konnte man alternativ auch dhnlich wie in Teil (d)
Weiter substituieren, wenn man die Stammfunktion nicht direkt sieht.) Wir erhal-

v1—t 1
/ dt—2/—du+2 du = 2 arcsin(u) — 2v 1 — u?

= 2 arcsin (\/E) —2/1—t+C



