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1. a) Seixg € R. Wir zeigen Stetigkeit in x(. Zu zeigen ist:

Ve>036>0Vr €eR: |z —29| <0 = |2 — 2] <e. (1)

Sei also € > 0. Betrachte

|x2 — x3| = |z — xo||x + 20
= |z — zol|(x — o) + 20|
< |z — zo| (| — 20| + 2|0l -

Fir x € R mit |z — zo| < § (wir wissen noch nicht wie wir ¢ wihlen werden)
gilt also

2% — 23| < 6(6 + 2|z0]).
Das soll kleiner oder gleich ¢ sein. Wir haben folgende Aquivalenz:
5(6 + 2|xo|) < e 6 < —|zo| + /o2 + &
Also ist mit & := —|zo| + /|zo| +  die Aussage (1) erfillt.

b) Sei zy € R. Sei e > 0. Da f stetig in x ist, existiert ein 6; > 0, sodass fiir alle
r € R mit |z — x¢| < §; die Aussage |f(z) — f(xg)| < e gilt. Da g stetig in
x ist, existiert ein dy > 0, sodass fiir alle x € R mit [z — 2| < J5 die Aussage
|f(z) — f(xo)| < € gilt. Setze 6 := min(dy, d2) > 0. Dann gilt fiir alle z € R mit
|z — x0| < 6

(i) Falls f(x) > g(z) und f(x¢) > g(z0), dann
imax(f, g)(z) — max(f, g)(zo)| = | f(x) — f(z0)| <e.
(ii) Falls g(x) > f(x) und g(x¢) > f(xo), dann
imax(f, g)(x) — max(f,g)(zo)| = lg(x) — g(xo)| <e.
(iii) Falls f(z) > g(x) und g(zo) > f(x¢), dann
jmax(f, g)(x) —max(f,g)(xo)| = |f(2) — g(xo)| <&,
weil

e > f(z) = fwo) = f(x) = g(w0) = g(x) = g(x0) > —e.

Bitte wenden!



(iv) Falls g(z) = f(z) und f(z0) 2 g(zo), dann
jmax(f, g)(x) — max(f, g)(xo)| = 9(x) = f(w0)| <,
weil

e > g(z) — g(wo) = g(z) — f(wo) = flx) — flz0) > —¢.

a) Seienec > Ound 2y € D. Weil f : D — R Lipschitz-stetig ist, gilt
|f(z) = f(zo)| £ K|z — x|, furallex € D,

wobei K > 0 die Lipschitz-Konstante von f ist.
Falls K = 0 ist, dann ist f eine konstante Funktion, die offensichtlich stetig ist.

Falls K > 0 ist, setzen wir § = . Dann gilt fiir alle z € D mit |z — 20| < §
|[f(x) = flzo)| < Kb =¢,
d.h. f ist stetig im Punkt x.

b) Seir > 0 beliebig. Wir wollen zeigen, dass f,. : [—r,r] — R Lipschitz stetig ist,
das heisst wir wollen beweisen, dass eine Konstante L, > 0 existiert, so dass

|fr(x) - fr(y)| < LT|‘T - y| fiir alle T,y € [—’I“, T]' (2)

Bevor wir dies aber beweisen, wollen wir zuerst folgende Idenditit zeigen:

3
—

eyt =(r—y) ) 2 (3)
k=0
Zunichst folgt durch ausmultiplizieren
n—1 n—1 n—1
(IE _ y) Z xnflfkyk _ :L,nfkyk . Z xnflfkyk+l.
k=0 k=0 k=0

Wir sehen, dass in der ersten Reihe auf der rechten Seite der Term =™ vorkommt
und in der zweiten Reihe der Term y™. Wir trennen diese beiden Terme von der
Summe, daraus folgt

n—1 n—1 n—2
n—1-k k _ _n n—k_ k n n—1-k,_ k-+1
(x —y) x y—x+§x y—y—gac Yy

Siehe nichstes Blatt!



d)

Verschieben wir den Index in der zweiten Summe folgt

n—1 n—1 n—1
(I . y) xn—l—kyk — " — yn + Zl,n—kyk . an—kyk
k=0 k=1 k=1

R ) n
=T -y,

also genau Formel (3). Mithilfe dieser wollen wir nun (2) zeigen. Es folgt

n—l n—1
12" — "] = |(z — ) Y] (z — y)] - an—l—kyk
k=0 —
n—1
<loz—y[ ) "R
k=0

Daz,y € [—r,r| gilt fiir die Summe auf der rechten Seite
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[P = e

0

’xn—l—kyk‘ §

0

e
Il
B
Il

Somit folgt
2" =" < nr"Ha -y

Definieren wir L, := nr™~!

Lipschitz stetig.

entspricht diese Ungleichung genau (2), somit ist f,

Sei xyp € R, dar > 0 beliebig war konnen wir r gross genug wihlen, so dass

€

xo € [—r,r] gilt. Sei e > 0, wihlen wir § = £ so folgt fiir alle x fiir die
|z — o] < 6 gilt:
|z" — f| < Llz — xo| < L = ¢,

somit ist f stetig in x.

Wir wollen zeigen, dass f : R — R nicht Lipschitz stetig ist. Dies wollen wir
mithilfe eines Widerspruchbeweises zeigen. Wir nehmen also an, dass f Lip-
schitz ist, d.h. es existiert ein L > 0, so dass

@)= f)| < Lz —y| firalles,y € R.

Aus dieser Ungleichung folgt
—| <L firallez,y € R, mitz #y.

Wihlen wir z = (2L)"/Y und y = 0 und setzen dies in obige Ungleichung, so
folgt
(L)Y — o |(2L)™ Y]
LD 0] ~ |(2L)VeD)]

= (2L)(n /(=D — o, < L.

Bitte wenden!



3.

4.

Da L > 0 nach Annahme, ist dies ist aber ein Widerspruch, somit kann f: R —
R nicht Lipschitz stetig sein.
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Plot von z" fiir n = 2, 3, 5, 10, 15.

Da lim,_,q- 3v/—2 +1 = 1 ist, muss der Wert von cx + d an der Stelle x = 0 gleich 1
sein. Somit ist also d = 1. Weiters gilt lim,_,;+ 2! —1 = 0. Der Wert von cz + d muss
also in z = 1 gleich 0 sein. Also erhalten wir ¢ = —1. Auf R \ {0, 1} ist f jeweils
eine Komposition stetiger Funktionen und somit stetig. Damit ist f auf ganz R stetig
genau dann wenn d = 1 und ¢ = —1.

a) Per Definition ist g(0) = 0, also existiert g(0).
b) Daz? — b= (x —b)(z +b)ist, gilt g(z) = = + b fiir z # b. Also ist

lim g(z) = lim(z + b) = 2b.
z—b z—b

¢) Damit g(z) stetig ist an der Stelle x = b, muss gelten

lim g(z) = g(b),

z—b

also 2b = 0. Damit sehen wir, dass g(z) an der Stelle x = b stetig ist, genau
dann, wenn b = 0 ist.



