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Musterlosung 6

1. a) Wirsetzen a,, := m und berechnen
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Der Limes existiert insbesondere und liefert damit den gesuchten Konvergenzra-
dius. Es gilt also o = 1.

b) Wir setzen a, := (In(7n))". Da der Koeffizient eine Potenz ist, bietet sich die
Verwendung des Wurzelkriteriums fiir die Berechnung des Konvergenzradius an.

Wegen
A5, ¥ = Jig, Inln) = o
folgt
o= lim = 0.
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Der Limes existiert insbesondere und liefert damit den gesuchten Konvergenzra-
dius. Es gilt also o = 7.

Bitte wenden!
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(nh)?
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d) Wir setzen q,, :=
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Der Limes existiert insbesondere und liefert damit den gesuchten Konvergenzra-
dius. Es gilt also o = 4.

a) Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge erhalten wir:

n
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b) Der Konvergenzradius p ist nach dem Quotientenkriterium gegeben durch

1
o= lim nt =

n—o0 n

1.

Folglich konvergiert die Potenzreihe absolut in dem Einheitskreis {|z| < 1} und
divergiert auf {|z| > 1}. Uber das Konvergenzverhalten auf der Kreislinie {|z| =
1} trifft das Quotientenkriterium keine Aussage.

Sei nun |z| = 1. Fiir z = 1 erhalten wir die harmonische Reihe, die bekanntlich
divergiert. Fiir z = —1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe, welche
nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert. Wir wollen zeigen, dass die Reihe fiir
alle z # 1 mit |z| = 1 konvergiert. Dazu verwenden wir die partielle Summati-
onsregel aus (a) mit
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Siehe nachstes Blatt!
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Dann gilt a;; — a; = z* und wir erhalten
k
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Wir miissen zeigen, dass die rechte Seite fiir n — oo konvergiert. Die Terme vor
der Summe konvergieren offenbar gegen —1, da

1 Z"+1 —1 2 1
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Hierbei haben wir [2"T!| = |2|"™! = 1 und z # 1 benutzt. Die Reihe auf der

rechten Seite konvergiert sogar absolut, denn es gilt

Z’(k—ﬂ__) 11_—2 \z—uz( k+1> - |231|

Insbesondere konvergiert die rechte Seite in (1) mit |z| = 1, z # 1 fir n — oo
und das zeigt die Behauptung.

f) ist nicht trivial. Seien a,b € R so dass

(a+ib)* = —1 + 1. )
(2) ist aquivalent zu
a? — b =—1
p_ L 3)
ab = —
2

also (a # O weil —1 + i ¢ R) gilt

at+a>—==0.

Bitte wenden!
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Somit gilt
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N 2
aber a? > 0, also
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und (dank (3))
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4. Wir schreiben komplexe Zahlen als z = = + iy.
a) Der senkrechte Streifen zwischen x = O und x = 1.
b) Die Parabel y> = 2z + 1
¢) Wir berechnen explizit die linke Seite als Ausdruck in x und y:

z
z+1

Die Gleichung ist damit dquivalent zu

2_ ‘2‘2 B $2+y2
12 224 2e+ 1+ g2

4?20+ 1+ ) =2+ =32 +8r +4+ 3y =0
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Die Losungsmenge ist also der Kreis mit Radius 2/3 um den Punkt —4/3 + 0i in
der komplexen Zahlenebene.

d) Wenn wir die Gleichung explizit in x und y ausdriicken, erhalten wir:
V(e =22+y2+/(z+2)2+y2=5

durch zweimaliges quadrieren erhalten wir

& (r—22+y*=25—-10y/(z+2)2 + 12 + (z + 2)* + ¢

& 8x + 25 = 104/ (x + 2)? + 32

= 6427 4 400z + 625 = 100(z* + 4z + 4 + o)
& (62)? + (10y)? = 157,

Siehe nachstes Blatt!



Die Losungsmenge liegt also auf der Ellipse (62)% + (10y)? = 15%. Umgekehrt
gilt, wenn (z, y) die urspriingliche Gleichung erfiillt, dann erfiillen alle 4 Punkte
(£, £y) ebenfalls die Gleichung. Wir konnen also 2 > 0 annehmen und dann
gilt in obiger Rechnung auch die Riickrichtung. Somit liefert jeder Punkt auf
dieser Ellipse auch eine Lésung der urspriinglichen Gleichung.

Geometrisch sind —2 und +2 die Brennpunkte der Ellipse und die Summe der
beiden Abstidnde eines Punktes auf der Ellipse zu den beiden Brennpunkten ist
jeweils 5.

e) Da der Betrag einer komplexen Zahl reell ist gilt trivialerweise fiir alle 2 €
z—1 z—1i

C\{-1}
z+1 z—i—l)zo

Die Losungsmenge ist somit die gesammte komplexe Ebene.

ceR = Irn(

f) Die Gleichung ist d4quivalent zu:
piP =t 1P e+ (y 1P = (@ + 1P+’ & ~2y =20

Die Losungsmenge ist also die Gerade y = —x.

5. Sei z = re'? = r(cos(¥) + isin(d9)). Wir wollen die Gleichung
2> = -z
16sen. Wir setzen z = r(cos()) + isin(?)) ein und erhalten

r(cos(59) + isin(50)) = —r(cos(¥) — isin(v))
= 7(—cos(?) + isin(¥))
= r(cos(m — ) +isin(mr —v)),

wobei wir im letzten Schritt bekannte trigonometrische Formeln benutzt haben. Somit
bekommen wir das System

7"5:7",
50 = (=0 +m) + 2kn, keZ,
d.h.
r=20;1,
=%y LeZ.

Die Losungen sind daher z = 0 und z = cos((2k + 1)7/6) + isin((2k + 1)7/6) mit
keZ.

Bitte wenden!



6. Um die Gleichung zu 16sen, setzen wir daher z = a + ¢b. Die Gleichung wird somit
a®>+ b — (a+ib)Va2 + b2 +a+ib=0.
Wir trennen den Realteil und den Imaginérteil und erhalten das System

a2+ —avai+b:+a=0,
a2+ 02 +b=0,

d.h.
a?+ b —avai+b2+a=0,
b(1 —+va?+b%) =0.

Aus der zweiten Gleichung bekommen wir zwei Systeme

— Yy /2 2 —
{az—a\a|+a:0, 1ia_b_1’

Das zweite System besitzt keine Losung. Das erste System besitzt die Losungen b =
0,a = Ound b = 0,a = —1/2. Die gesuchten Losungen sind somit z = 0 und
z=—1/2.



