D-ITET Analysis | HS 2018
Prof. Alessandra lozzi

Musterlosung 8

1. a) Der Ausdruck log(sin ) ist fiir x € (0, 7) wohldefiniert, da dann sin(z) > 0 gilt.
Anwendung der Kettenregel ergibt

%(log(sin(:p))) = — sin’(x) =

b) Wir schreiben a* = e%1°8(®) ynd erhalten

d
E(ax) = log(a)e®'8@ = log(a)a®.

¢) Es gilt 2* = e*'°8% Unter Anwendung der Ketten- und anschliessend der Pro-
duktregel erhalten wir

d d
%(x”") = {%(x logx)} erloer — (% + logw) e 18" = (1 4 log z)x”.

d) Es gilt

d
d—(9x7 +327° =3z = 7-92° 4+ (=5)327% — (—11)32x7"2
X

= 6325 — 15270 + 332712,

e) Wir verwenden zuerst die Kettenregel und dann die Quotientenregel:
d [z2-3c+2 1 d (2 —3x+2
de V 22 — T +12 9. [z2=se+2 dx 2?2 —Ter+ 12
z2—Tz+12

1 (22 —3)(2* =Tz +12) — (2 = 32 +2)(22 — 7)

2 22 —3x42 (l’Q —T7r + 12)2
2 —Tx+12

(a2 =Tz +12)7  (—4a® + 20z — 22)
T o(?—3r+2)F (2 —Tr+12)?
B —22% + 10z — 11

(22 — 3z +2)2 (22 — Tz 4 12)

3 -
2

Bitte wenden!



f) Mit den Beziehungen

E(coshx) = (6 re ) . 26 = sinhx und %(logx) ==

und der Kettenregel folgt

d h -
%(10g(coshx)) _ d:):(COS I) _ sinhx

= = tanh z.
coshzx coshzx

g) Mit der Kettenregel folgt:

1 1 1 1

d
log(log(l = : T '
¥ (log(log(log x))) loglogz) logz x  x-logz-log(logx)

X

h) Es gilt a® = ¢’!°¢8¢, Daher ist 3% = ¢*!°83 und es folgt
d d
(3% = —

dz (3% dx (

Mit der Produktregel erhalten wir:

d
%3%3 = 3°.32° + (log 3)3"2®

e”1°83) = (log 3)e™ %83 = (log 3)3°.

= 3°2*(3 + zlog3).

i) Die Funktion arctan : R — (-7, 7) ist die Umkehrfunktion von tan : (-3, %) —
R. Fiirz € (=3, 5) ist
d d sinx
—(tanx) =

dx

dx cosx

_ [L(sinz)] - cosz — sinz - L(cosz)

cos? x
2 .9
Ccos“x + s x
cos? x
=1+ tan’z.

Mit der Regel

erhalten wir also

1
R t e —
dx (arctan ) tan’(arctan z)

1
1+ tan?(arctanz)
1
14 22

Siehe nichstes Blatt!



und somit gilt

@ o rctan( 2171) ! (1 27 >
— arctan(z — vV = -
dz 1+ (z — Va2 +1)2 2V +1
_ 1 - 7
14 (z — Va2 +1)2

N
22+ 11+ (z — Va? +1)?)
VT
Va2 + 1(1+ 22 — 22v/22 + 1+ (22 4+ 1))
VT
Va2 + 1(—22v22 + 1+ 2 + 222)
2?41 —ava? +1

224+ 1) (22 + 1 —xva? + 1)
1

212 + 1)

2. Es ist klar, dass f auf R \ {0} beliebig oft differenzierbar ist und dass fiir alle k& €
{1,2,--- ,n} gilt

0, fallsz <0
(k) — ) ’
IAC) { ™1k falls x> 0,
wobei
n+1
C — H m.
m=n—k+2
Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass die k-te Ableitung von f fiiralle k € {1,2,--- ,n}

auch in Nullpunkt existiert und dass gilt
f®0)=0 firalleke {0,1,---,n} .
Dann ist f*) auf ganz R stetig.
Induktionsanfang: k= 0.
Trivial, denn £ (0) = £(0) = 0.
Induktionsschritt: k — k+1,(k <n).

Wir haben zu zeigen, dass der Differenzenquotient

J¥z) = F9(0)
z—0

Bitte wenden!



4.

fiir x — 0 gegen Null konvergiert. Es ist

&) () = FE) (O ek
f (;_g ()‘S k p, :|ck$n—k'
Dan — k > 1, strebt dies fiir x — 0 gegen Null.
Aus der Definition erhalten wir direkt
foc(h> - fot(o) _ |h|aJrl -0 _ |h’am
h h h '’
d.h. h 0
f0l< )_fa( ) — ’h’a Signh.

h

Deshalb existiert der Limes fiir h gegen Null genau dann, wenn v > 0 ist. In diesem
Fall bekommen wir

a)

b)

«

fr(0) = ]lllg(l) |h|* signh = 0.

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales Maxi-
mum und ein globales Minimum. Dieses liegt entweder am Rand des Definitions-
bereichs oder im Innern. Da f im Innern differenzierbar ist, muss es im letzteren
Fall ein kritischer Punkt sein. Wir rechnen:

fl(z) =31 -22-8=(3z+4)(z—2)=0 & xE{Q, —%}

Die einzigen Kandidaten fiir globale Extremstellen sind also die Randpunkte —2,
2 und der innere Punkt —%. Die Funktionswerte an diesen Stellen lauten:

f2) = —11,
f(—%) = % ~ 7.519,
f(=2) =5
Der grosste dieser Werte ist der bei x = —%, der kleinste der bei x = 2. Somit
hat f ein globales Maximum bei x = —% und ein globales Minimum bei z = 2.

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales Ma-
ximum und ein globales Minimum. Wenn es im Innern des Definitionsbereichs
liegt, so muss es ein kritischer Punkt von f sein, da f dort differenzierbar ist. Wir
rechnen:

1-(x2+1)—2:c(x—|—1)_—x2—2:c—|—1_0
(224 1)2 o (224 1)2 -

flx) =

Siehe nichstes Blatt!



¢)

Dies ist genau dann der Fall, wenn
—a?—2r+1=0

ist, also fur

24++v4+4
2VITA_

—2

Der Wert —1 — v/2 < —1 liegt nicht im Definitionsintervall von f, der Wert
—1 + /2 dagegen schon. Die Kandidaten fiir globale Extremalstellen sind also
{—1, —14+ 2, %} Die Funktionswerte an diesen Stellen sind:

f(=1) =0,

B V2 N2 a2v2 _ AV2HD) V241
f<_1_|_\/§) = 5 s = o 1 = 3 = ¥5= = 1.207...,
f&y = ¢ =12

2
Der grosste dieser Werte ist der bei x = —1 + V2, der kleinste der bei z = —1.
Somit hat f ein globales Maximum bei 2 = —1+ /2 und ein globales Minimum
bei xr = —1.

T12 =

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales Ma-
ximum und ein globales Minimum. Wir bestimmen die kritischen Punkte von

f

12 1:2 x

fllr)=e 2 +(x—1)-(—2)e 2 =(1+z—2%)e 2 =0

z2

Wegen e” = > 0 ist dies dquivalent zu

N

??—x—1=0.
Die kritischen Punkte von f sind somit

1++56

T2 =

2
Beide Werte liegen im Innern des Definitionsintervalls. Die Kandidaten fiir glo-
bale Extremstellen sind also die Randpunkte x = —1 und * = 2 sowie die
kritischen Punkte z; 5 = %5 Die Funktionswerte an diesen Stellen sind:
- -2 _ _
f(=1) = 7= 1.313...,
fO58) = 670 = 1336,
FOEE) = =57 —0.166.. .,

f2) = L=0135....

Der grosste dieser Werte ist der bei x = %5 der kleinste der bei z =
1+v5

2

1—
2

und ein globales Minimum bei

15

Somit hat f ein globales Maximum bei z =

_ 1-v5
r ==~



