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Musterlosung Schnelliibung 5

1. Es gilt f(§) = '/e. Betrachte die Funktion f(z) = ¢**. Die n-te Taylor-Entwicklung
von f um den Punkt a = 0 lautet:

nofk)
fo =31 k!(())xk + Ry(z).

k=0

Dabei ist das Restglied im Punkt x = }l gleich

(n+1)
f (T) xn—&—l

R,(z) =
(@) (n+1)!
fiir ein 7 € (O 1/4). Wir miissen n so wihlen, dass gilt |R,(1/4)] < 5-1073.
flx) = f0) =1
flx) = 2xe f1(0) =0
['(x) = (42° +2)e” f0) = 2
f”(m) (82" + 12z)e” f"(0) =0
fO(x) = (162" + 4822 4 12)e” f@0) = 12
Mit der Abschitzung e'/16 < V/4 = /2 < /2 < 3/2 folgt
16/4* 4+ 48/42 +12) - (3/2 1

Fiir n = 3 lautet das Taylorpolynom

O L 0

=1+ 22
2 6 T

fO)+ f1(0) -+
Dessen Wert an der Stelle z = 1/4 liefert die gesuchte Niherung
1
1+ R 1.0625
(Der wahre Wert ist f(1/4) = 1.0644944 . ..)

2. Wir zeigen zunichst durch Induktion nach n > 0, dass
d n
(—) e = F,(z)e™ (1)

dx

Bitte wenden!



mit einem Polynom F;, vom Grad n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial.

Induktionschritt mn — n+ 1. Wir setzen zur Abkiirzung D =

o
D"*e™® = D(D"e ) = D(F,(z)e™)
= Fl(z)e™ — F,(z)2ze™
= (=2zF,(2) + Fl(2))e ™ = Fyu(x)e™ , qed.
Aus (1) folgt nun, dass
H,(z) = (=1)"e"" D" = (=1)"F,(z)
ein Polynom n-ten Grades ist.
Wir zeigen jetzt, dass H,, die Hermitesche Differentialgleichung 16st. Es geniigt of-

fenbar, die Gleichung
y"' —2zy +2ny =0

fiir die Funktion y = ¢ D"e~*" nachzuweisen. Es gilt e*mQy = D"e~*". Nun ist
D2e=2" — prtl(Dee?)

D" (—2ze™)

2 9D e — 2(n+ 1)D” o
—2xD(e ™ y) — 2(n + 1)e "y
e~ (422y — 2z’ — 2(n+ 1)y)

2

D*(e™"y)

—
*
~

2

wobei an der Stelle = die Rechenregel
D"z f(x)) = D™ f(z) + (n+ 1)D" f(x),
benutzt wurde. Andererseits gilt
D*e™y) = ey +2(De )y + (D% )y
= e (Y —day + (427 — 2)y) .
Durch Vergleich erhélt man

y" — 2y +2ny =0.

3. a) Das charakteristische Polynom ist
N +TA—15

mit den beiden verschiedenen Nullstellen —2% (7 + v/109) und —3 (7 — )
(7+\/ﬁ) + e %(

\/
i‘?

Die allgemeine Losung ist deshalb y(z) = cje” 2
C1,Co € R.

Siehe nachstes Blatt!



b) Das charakteristische Polynom
At -1

hat die Nullstellen 1, —1, 4, —i. Somit ist die allgemeine Losung y(z) = ¢ie* +
coe™ " + cgcos(x) + ey sin(z), 1, ca, c3,¢4 € R.

¢) Das charakteristische Polynom
A AN 4

hat die doppelten Nullstellen 2\/Z2) sowie —i\/@). Somit ist die allgemeine
Losung y(z) = (c1 + cox) cos(v2x) + (3 4 cu2) sin(v/2x), ¢1, ¢z, 3, ¢4 € R.

d) Das charakteristische Polynom
At —2)% + 5N

hat die Nullstellen 0 (doppelt), sowie 1 + 27 und 1 — 2i. Somit ist die allgemeine
Losung y(x) = ¢1 + cow + {03 cos(2zx) + ¢4 sin(Zx)}ez, 1,09, ¢3,¢4 € R.



