D-MATH Analysis [ D-ITET HS 2018
Prof. Alessandra lozzi

Musterlosung Schnelliibung 6

1. Wir betrachten die Differentialgleichung

ylo) | Bole) _ cos@loat) gy oy, 1)

//x +
y'(x) . 2 =

Losungsweg 1: Der Ansatz y(x) = z® fiihrt zu dem Indexpolynom
inp(a) =ala—1)+a+4==0a”+4.

Dies hat die Nullstellen 4-2i. Dies liefert die zwei linear unabhéngigen komplexen
Losungen 72 und x~%. Reelle Losungen erhalten wir mit

Re(z%) = Re(e8@*) = cos(2log(z))

und ‘ .
Im(x?) = Im(e5@%) = sin(2log(x)).

Die allgemeine Losung des homogenen Problems ist somit
y(x) = C} cos(2log(z)) + Cysin(2log(z))
fir C1, Cy € R. Mit dem Ansatz
yp(z) = Alog(x) cos(2log(x)) + Blog(x)sin(2log(z))
erhalten wir die partikulidre Losung

log x

ypl) = 2L sin(2log ().
Die allgemeine Losung von (1) ist somit

y(z) = Cy cos(2log(z)) + Cysin(2log(x)) + log(x)

sin(2log(x)) .

Losungsweg 2: Nehmen wir an, dass y(z) eine Losung von dieser Differentialglei-
chung ist. Definieren wir
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folgt

L) =y ) D < ali)et = tale)a),

S(e(t) = 5 (/ (wl)a(0)) = o @ (0)o(0) Tale) + o/ (x(0)) ()

)
=y (x()(@(t)* + 3/ (x(1))x(t).

Da y(z) ein Losung der Differentialgleichung ist, folgt, dass die Funktion k(t) :=
y(x(t)) die Differentialgleichung

e (k(t) + 4k(t)) = cos(2t)e %

16st, d.h.

k(t) + 4k(t) = cos(2t) .

Diese Differentialgleichung besitzt das charakteristische Polynom
chp(\) = A\? + 4.
Die Nullstellen von chp(A) sind
A =20 und Xy = —2.

Somit ist die allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung gegeben durch

kn(t) = Cy cos(2t) + Cysin(2t) .
Um eine partikuldre Losung zu finden, machen wir den Ansatzt

ky(t) =t (avcos(2t) + fBsin(2t)) .

Das liefert nun
—4dasin(2t) + 45 cos(2t) = cos(2t) ,

dh.a=0und g = }1.
Die allgemeine Losung ist somit
t
k(t) = Cycos(2t) + Cysin(2t) + 2 sin(2t) .

Dat = log(z) und k(t) = y(z(t)) = y(e') folgt y(x) = k(In(x)). Die allgemeine
Losung von (1) ist somit

y(x) = C; cos(2log(x)) + Cysin(2log(z)) + log(z)

sin(2log(x)) .

Siehe nachstes Blatt!



2. a) Substitution u := log z, du = +dux;
Integrationsgrenzen x = e — u = log(e) = 1, x = €2 — u = log(e?) = 2: Also
=-8-1) = -.

gilt
2
“ log*x 2 1
dx = Zdu= -u®
/e z /1“ T3 3

Bem.: Man kann auch direkt benutzen, dass der Integrand die Form
f(x)?- f'(x) = 3(f(x)*) hat und daher die Funktion 3 log(z)? eine Stammfunk-
tion ist.

2 1 7

b) Substitution v := 1 + 22, du = 2z dx.
Integrationsgrenzen: Wihrend x von —1 nach 1 lduft, lduft u = 1 + 2% von 2
nach 1 (bei x = 0) und wieder zuriick nach 2. Also:

0 xXr 1 xr
—d:zc—l—/—dx
/1\/1—1-:132 0o V1+ a2
1 2
11 11
= S du+ [ = —=du
/22\/6 L 2Vu
11 21

2
1
- [y 11y
/12\/a“+12\/a“

=
——dx
1V 1+ 2?

c)
/2 1 w/2
/ sin(3z —7w/4) dv = —3 cos(3x — m/4)
0 =0
1 om 1 s

= 3 cosz—l—gcosz

1 1
= 23 cos(m/4) = 3 V2.

d) Wir integrieren partiell, bis wir statt eines Polynoms nur noch einen konstanten
Faktor im Integral haben.

14 1 1
/ t* . cosh(2t) dt = —sinh(2t)t2] — / sinh(2t)t dt
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1 1 [t
cosh(2t)t]} — —/ cosh(2t)dt)

2 2/,

1

(2) — (L cosh(2) E sinh(2t)} )

2 0

sinh(2) — %cosh(2) + }1 sinh(2) = ;1(3 sinh(2) — 2 cosh(2))
1

_2) = §(62 — 56_2).
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3.

a) Mit Substitution ¢t = 1 — x folgt

1

Ip.0) = [ar(1=oytdo

= —/(1 — )Pt9dt

1
1

= /(1 — 1)1 dt

= I(q,p)

b) Es gilt

1

I(p,q) = /x”“(l — )1 dm+/(xp—xp+1)(1 —x)4dx
=Ip+1,9)+1(p,q+1)

¢) Die erste Gleichung nach I (p, ¢ + 1) auflosen und in die zweite einsetzen liefert:

_p+1

I(p+1,q) = q+1(I(P>Q>—](P+ 1,q))

Wir kénnen nun diese Gleichung nach I(p + 1, q) auflgsen. Es folgt

p+1

LT I(p, ).
PT— (P, q)

Ip+1,q) =

Siehe nachstes Blatt!



d) Wir l6sen die Aufgabe per Induktion in p. Fixiere ¢ > 0. Es gilt

a)

b)

1
1

1(0,q) = 1(q,0) :/azqdaz:m.
0

Angenommen die Aussage gilt fiir ein p > 0. Dann gilt die Aussage auch fiir
p+ 1, weil

p+1
p+q+2
~ p+l1 plq!
S p+qH+2(ptqgt)
(p+1)l¢!
(p+1)+q+ 1)

Ilp+1,q9) = I(p,q)

Die Aussage folgt per Induktion.

Mit den Funktionen

g(s) = /Oscos?’(t)dt und
h(z) = 23

gilt f(x) = g (h(x)). Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung ist ¢ (s)
differenzierbar mit ¢’ (s) = cos®(s). Aus der Kettenregel folgt daher

[ (x)=¢ (h(x) N (x)=cos’® (z*) - 32*.

Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung ist f () differenzierbar mit Ab-
leitung f’ (z) = cos (cos(x)). Fiir alle z € R ist [cos(z)| < 1 < 7 und daher ist
cos (cos(x)) > 0. Alsoist f () stetig und streng monoton wachsend und deshalb
eine bijektive Funtion von R nach image(f) C R. Es gilt f (7) = 0 und daher ist
7 = f~1(0). Die Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion liefert also:

v B 1 B 1 B 1 . 1 . 1
U™V O= 50 = P ~ cosfeostm) ~ cos(-1) ~ cos()




