D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2018
Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 5

1. Bestimmen Sie
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Losung:
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e) Da x = 1 eine Nullstelle des Zdhlers ist, spalten wir diese zunichst ab (Polynomdivision) und

erhalten
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Damit ergibt sich
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2. Bestimmen Sie die Kriimmungsfunktion ¢ — k() sowie die Evolute ¢ — Z(t) der kubischen Parabel
tes 7(t) = (t,t3),t eR.

a) Wo wird die Kriimmung minimal oder maximal? (Beachten Sie hierbei das Vorzeichen.)

b) Wie verhilt sich Z(¢) in der Nihe von ¢ = 0?

Bitte wenden!



Lisung: Wir definieren z(t) = t und y(t) = t>. Die ersten und die zweiten Ableitungen dieser Funk-
tionen sind

@(t)=1,  y(t) = 3t%

Z(t) =0, j(t) = 6t.

Aus den Formeln fiir die Kriimmung und Evolute von 7 folgt, dass
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fir t € R\ {0}. Die Evolute ist an der Stelle ¢ = 0 also nicht definiert. Dies lisst sich dadurch erkliren,
dass die Kurve dort einen Wendepunkt besitzt, also Kriimmung Null hat.

a) Die erste Ableitung der Kriimmung ist

6(1 — 45¢4)

K'(t) = ESTORER

Darum hat £ mogliche Extrema an den Stellen ¢ = +45-1/4_ Um zu bestimmen, ob es sich dabei

um Maxima, Minima oder Wendepunkte handelt, konnten wir die zweite Ableitung der Kriimmung
berechnen und das bekannte Kriterium verwenden. Hier wollen wir uns dies jedoch ersparen und
beschreiten einen anderen Weg. Es gilt namlich

lim k(t) =0, k(45" > 0 und k(—45"1/*) <0,

t—+oo

somit liegt an der Stelle t = —45~1/4 (bzw. t = 45~ 1/%) ein globales Minimum (bzw. ein globales
Maximum) der Kriimmung vor.

b) Fiir kleine ¢ ist Z(t) asymptotisch zu 5(¢) = (%, ), da die hoheren Potenzen von ¢ vernachléssig-
bar sind.

3. Die Funktion f(x) := 4/z soll im Intervall [0, 1] derart durch eine lineare Funktion g(z) := z + ¢
approximiert werden, dass das Integral

/ (f(@) - g(z))* da
0

minimiert wird. Bestimmen Sie den Wert von ¢, der diese Grosse minimiert.

Siehe nichstes Blatt!



Losung: Das Integral berechnet sich zu
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Also miissen wir die Funktion h(c) = ¢? — Lc + 55 minimieren. Deren Ableitung ist 1/(c) = 2¢ —

1
g:
und diese ist Null, wenn ¢ = %. An dieser Stelle findet man tatsichlich ein Minimum der Funktion A,
denn " =2 > 0.

Insgesamt ist also g(z) = x + % die beste lineare Approximation der Funktion /z auf dem Intervall

[0, 1] im quadratischen Mittel, und der Fehler ist h(3) = 155.

. Es sei f eine stetige Funktion definiert auf R. Wir definieren

sin x

F:zw— /f(t)dt.

Bestimmen Sie F”.

Losung:

Wir setzen G(z) := [ f(t) dt. Dann gilt nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung G’(z) = f(z).
0
Die Funktion F ist definiert durch F'(z) = G(sinx). Also gilt:

F'(z) = G'(sinx) cosz = f(sinz) cos z.



