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Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 6

1. Ein Gleichdick ist eine geometrische Figur, die in jede gleiche Richtung gleich dick ist. Oder anders
gesagt: Wihrend ein Gleichdick vorwiérts gerollt wird, bleibt der hochste Punkt zu jedem Zeitpunkt auf
der gleichen Hohe. Ein Beispiel dafiir ist ein Kreis, aber es gibt andere Figuren, die diese Eigenschaft
ebenfalls haben.

Das Reuleaux-Dreieck besteht aus einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenldnge a und drei auf die
Seiten gesetzten Kreisabschnitten. Die Kreisabschnitte sind dabei so konstruiert, dass man um jeden
Dreieckseckpunkt einen Kreisbogen mit dem Radius der Dreiecksseite zeichnet.

a) Beweisen Sie, dass das Reuleaux-Dreieck ein Gleichdick ist.

b) Bestimmen Sie den Umfang des Reuleaux-Dreiecks mit Seitenldnge a (des inneren Dreiecks, wie
oben beschrieben).

¢) Bestimmen Sie die Fliache des Reuleaux-Dreiecks mit Seitenldnge a.
Losung:

a) Wir zeigen, dass, wenn das Reuleaux-Dreieck vorwirts gerollt wird, der hochste Punkt auf der
Hohe a bleibt. Seien A, B, C die Ecken des Reuleaux-Dreiecks und sei 7" der Berithrungspunkt, in

dem das Reuleaux-Dreieck den Boden beriihrt. 7" liegt auf dem Kreisbogen AB, wie in der Figur
gezeigt.

Sei A’C die Tangente zum Kreisabschnitt BAC im Punkt C. Der Winkel zwischen AC und A’C
muss dann ein rechter Winkel sein.

Analog, der Winkel zwischen BC und B’C muss ein rechter Winkel sein.

Man sieht sofort, dass der Winkel a zwischen der vertikalen Gerade TC' und AC gleich wie der
Winkel zwischen der horizontalen Gerade durch C und A’C ist.

Die Punkten auf der Seite BAC des Reuleaux-Dreiecks befinden sich unter dem Punkt C' (das heisst

unter der horizontalen Gerade durch C) solange o > 0. Aber da 7" auf dem Kreisbogen AB liegt,
ist a immer > 0. (o = 0 genau dann wenn 7" und A iibereinstimmen, sonst ist « > 0). Analog,
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die Punkten auf der Seite AAC befinden sich unter dem Punkt C' solange 5 > 0. Da T' auf dem
Kreisbogen AB liegt, ist 5 immer > 0.

Daraus folgt, dass, wenn das Dreieck vorwirts gerollt wird, der Eckpunkt C' immer der hochste
Punkt ist. Es gilt [T'C'| = a. Somit ist der hochste Punkt immer auf der Hohe a.

b) Jede Seite des Reuleaux-Dreiecks ist ein Kreisbogen eines Kreises von Radius a mit Mittelspunkts-
winkel % (das heisst 60°). Also hat Lénge a - 5. Der Umfang ist 3 - a§ = am.

¢) Das Reuleaux-Dreieck entsteht aus einem gleichseitigen Dreieck und drei Kreisabschnitten. Die
Fliche des gleichseitigen Dreiecks ist a2 % und jeder Kreisabschnitt hat Fldcheninhalt
a?m a2\/§ _ a?

e 1 E(27r —3V3).

Insgesamt ergibt sich

a’V/3 a? a®
Flichegeuteaux = Tf +3- 5(271- - 3\/3) = ?(ﬂ- - \/g)

2. Es sei n > 3 eine ganze Zahl. Im Innern eines Kreises mit Radius 1 rolle ein kleiner Kreis C' mit
Radius 1/n ab. Ein Punkt der Peripherie des Kreises C' beschreibt dann eine geschlossene Kurve K
(eine Hypozykloide), welche durch die Parametrisierung (0 < ¢ < 27)

((n—1)cosp + cos((n —1)p)),
((n—1)siny —sin((n — 1)yp))

beschrieben wird.

Hypozykloide (n=10)
1 T T T
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a) Berechnen Sie in Abhingigkeit von n, die durch die Kurve K eingeschlossene Fliche.

b) Fiir welche n ist diese Fliche grosser als 2/3 der Fliche des grossen Kreises?
Losung:

a) Nach der Berechnung der Ableitungen von z und y erhélt man

2(@i() = " ((n = 1) cos? o — (n — 2) cos peos((n — 1)) — cos? (n — 1))

z(o)y(p) = _nn—2 1 ((n —1)sin? ¢ 4 (n — 2)sin sin((n — 1)) — sin®((n — 1)90)) .

Aus der Beziehung cos(«) cos(8) = cos(a + ) + sin(a) sin(f) erhalten wir fiir @ = ¢ und
B = (n — 1)¢ die Gleichung
cos(p) cos((n — 1)p) = cos(ny) + sin(p) sin((n — 1)¢);
Daraus erhalten wir
. . n—1)(n—2
z(p)y(p) — 2()y(p) = (71#(1 — cosnp).

Die gesuchte Fliche ist somit gegeben durch die Formel fiir die Sektorflache und wir erhalten

F= %/0 ﬂw(w)y(w) — i()y(p) dp = W/O ﬂ(l—cosmp) dy
(n—1)(n—2) sinng]®™  (n—1)(n—2)
_ (n—l)(n—2)7r.

b) Der grosse Kreis hat Flidche 7; gesucht sind also die Zahlen n = 3, 4, .. ., fiir welche das Folgende
gilt:
(n I)TE;L ) S ;W
3n? — 9n + 6 > 2n?
n(n—9)4+6>0
n=29, 10, ...

111

3. Es sei h € [0, 1] eine reelle Zahl und T das Tetraeder mit Ecken in (0, 0,0),(1,0,0), (0,1,0) und
(0,0,1).

a) Berechne den Flicheninhalt S(h) des Schnitts von 7" mit der Ebene z = h.

b) Berechne den Volumeninhalt V' (h) des Tetraederstumpfes, der durch Abschneiden der Spitze von
T durch die Ebene z = h entsteht. Was gilt fiir A = 1?

Losung:

a) Zwischen h = 0 und A = 1 nehmen die Seitenlingen des Schnittes parallel zur x- und y-Achse
linear ab. Auf Hohe z = h haben diese rechtwinklig aufeinanderstehenden Seiten also Linge 1 —h,
nach der Flichenformel fiir Dreiecke gilt also

(1-h)

S(h) =
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b) Der Volumeninhalt des Tetraederstumpfes ergibt sich durch Integration in z-Richtung und ist gleich

h h 2
1-— 1
V(h) = S(z)dz:/ A=z, 1 [(1-2)?%"
0 0 2 6 0
1 ) 1 h3 —3h%+3h
=—-(1-h3=1)==(1-(1-h)? _—_—
G (L=h)P —1) = c(1= (= n)) .
Im Fall h = 1 bekommen wir den Volumeninhalt des Tetraeders:
1
V() =-.
(1=

4. Fin einfacher Steuerungsmechanismus eines Spielzeugautos besteht aus einer Zahnleiste aus Hartpla-
stik, die die beiden Vorderrdder des Autos verbindet, und einem Plastikzahnrad, das mit dem Lenkrad
verbunden ist. Wird das Plastikzahnrad gedreht, wird die Zahnleiste seitwérts bewegt und die Rider des
Autos drehen sich.

a) Die maximale Hohe der Zahnleiste (gemessen an der Spitze eines Zahns) betrdgt 10mm, die mi-

b)

nimale Hohe 7mm, die Breite 60mm und die Dicke 6mm. Die Zahnleiste beginnt und endet mit
einem ,,Halbzahn und besteht aus 29 Zihnen (siehe die Abbildung). Berechnen Sie das Volumen
der Zahnleiste in Kubikmillimetern unter der Annahme, dass die obere Begrenzung der Zahnleiste
eine Sinuskurve beschreibt.!

Das Zahnrad hat ebenso eine Dicke von 6mm und die Kurve, die die dussere Begrenzung des
Zahnrads beschreibt, ist durch folgende parametrische Gleichungen gegeben:

x(t) = (3 cos(64mt) + 3:) cos (27t) ,

y(t) = <g cos(64mt) + 32> sin (27t) ,

™

wobei 0 < ¢ < 1 und alle Einheiten in Millimetern gegeben sind. Berechnen Sie das Volumen des
Zahnrads in Kubikmillimetern.? (Hinweis: Parametrisieren Sie die Kurve in Polarkoordinaten.)

b 1 D g % Eg ®

'Losung: 3060mm3.
Losung: 8144 4 27T 1~ 1976.9mm°.

™
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Losung:

a) Essei f die Funktion, die die obere Begrenzung der Zahnleiste beschreibt. Wir konnen annehmen,

b)

dass f eine Sinusfunktion mit Maximum 10 und Minimum 7 ist. Folglich muss f der Form
f(z) =1,5sin(wr +7)+8,5

fiir reelle Zahlen w und 7 € [0, 27] sein; w kontrolliert die Linge einer Periode, 7 die Phasenver-
schiebung. Da die Leiste 29 ganze und zwei halbe Zihne umfasst, durchlduft f genau 30 Perioden
im Intervall [0, 60]. Es muss also w = 7 gelten, wodurch eine Periode genau Linge 2 hat. Weiters
muss f(0) = 10 gelten, also sin(7) = 1 und demnach 7 = 7/2. Da sin(mz + 7/2) = cos(nz)
gilt, ist f insgesamt der Form

fla) = gcos (mzx) + g

fiir x € [0, 60]. Wir konnen die Fliche der Zahnleiste also wie folgt berechnen:

60 1 : 175760
/ (3 cos (mx) + 7) dx = [Z&sm(ﬂ'x) + h} = 510.
. \2 2 2

2 0
Die Dicke betridgt 6mm, also ist das Volumen gleich 3060mmS3.

In Polarkoordinaten kann die Kurve als

3 32
0= —cos(32¢p) + —
2 T

angeschrieben werden, wobei 0 < ¢ < 27 ist. Folglich ist die Flidche gleich

1, 1 [ /3 32\\? 1 [ (9 96
- dp = - 2 cos(320) + 22 ) dp = - 2 cos2(32p) + = cos(32
2/0 o(p)?dy 2/0 <2COS(S<p)+7T) ® 2/0 (4005(3 cp)+7rcos(3 ©) +
2m 2m
4 12
= 1% ; (cos(64¢p) + 1)dp + ;/0 cos(32¢)dy + (;) 27

9 [7 48 [ 1024 9 1024 9
= — / cos(64p)dp + — / cos(32¢p)dp + —— + 7 + —W,

da f02 " cos(2nyp)dyp = 0 fiir jede ganze Zahl . gilt. Das Volumen ist demnach gleich % + 2%’7 ~
1976.9mm3.
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