D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2018
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 1

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Welche der Aussagen sind richtig?
(a) Eine divergente Folge ist nicht beschrinkt.
Falsch. Z. B. ist {(—1)"},, ¢y beschrinkt und divergent.
(b) Jede beschrinkte Folge ist konvergent.
Falsch. Z.B. ist {(—1)"},, ¢y beschrinkt und divergent.
v/ (¢) Jede konvergente Folge ist beschréinkt.
Richtig. Dies folgt direkt aus der Definition der Konvergenz.
v/ (d) Eine nicht beschriinkte Folge divergiert.

Richtig. Dies ist die Kontraposition der vorhergehenden Aussage. Sie folgt direkt aus der Definition der Konvergenz.

2. Gegeben sei die Folge a,, = n=1,2,3,.... Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

v/ (a) Die Folge ist monoton wachsend.
v/ (b) Die Folge ist beschrinkt.

(c) Die Folge ist eine Nullfolge.

v/ (d) Die Folge ist konvergent.

v/ (e) Der Limes der Folge ist 1.

Fiir alle n > 1 gilt
any1 (m+D(n+1) n2+2n+1

= = > 1.
an, n(n +2) n? 4+ 2n
Da alle Folgenglieder positiv sind, folgt a,,+1 > a,, d.h. die Folge ist monoton wachsend. Weiter gilt
li = li = LI

Somit ist beschrinkt und konvergiert gegen 1. Also sind alle Aussagen ausser die dritte korrekt.

Bitte wenden!
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Die gegebene Summe definiert eine geometrische Reihe:

Da [q| =| —

n=0 n=0

= % < 1, konvergiert die geometrische Reihe und hat den Grenzwert 1%[1 = z.

% jeweils eine Nullfolge bilden, wird der Grenzwert des Quotienten nach

2

Siehe néchstes Blatt!



5. Welche der untenstehenden Folgen divergieren?

(b)

(©)

(d)

an=15+...+

3=

Die Folge konvergiert gegen die Eulersche Zahl e.

ap = \% + ... ﬁ
Wird durch die harmonische Reihe minorisiert (das bedeutet die harmonische Reihe ist kleiner gleich) und ist deshalb
divergent, weil die harmonische Reihe divergent ist. Die harmonische Reihe ist divergent wegen:
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und deshalb a,, > 1 + % + % + % + ...+ 1/n, was jeden Wert iibersteigt wenn n geniigend gross ist.
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1 1
ap = 1 —+ ... e
Harmonische Reihe und deshalb divergent.
a,=1+...4+n.

an > mnund deshalb divergent.

Bitte wenden!



6. Seien a,b € R mit a # b. Vereinfachen Sie soweit wie moglich (ohne Taschenrechner!).

1+v2 1-v2 (1+4v2P2+(1-Vv2? 14+2v2+2+1-2V2+2

a) + = —6

1-v2  1+v2 (1-v2)1++2) 1-2
22 b)(a—b
b) & _letde=b) _,
a—>b a—1b
a—b abla—0b) abla—"b)
ST TR T e
3a+a® 2a-—2 o1 /.3 9 4
d — 64 — . 42 31-2
) p—- 8+a+( a®)"" - (a°+a” +42a + )
~ (-3a—-a*)(8+a) (2—2a)(8—a) a®+a*+42a+8-62
(8—a)(8+a) (8+a)(8—a) (8—a)(8+a)
_—a3—9a2—42a+16+a3+a2+42a+8-62_—8a2+8~64_8
B 64 — a2 64 — a? o 64-a®
7. Gegeben sei die Funktion
%+ 21 -3
frx—

23— 22— 2

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und alle Nullstellen von f. Fiir welche Werte von x
ist die Funktion f positiv? Fiir welche negativ? Skizzieren Sie den Graph I'(f).

Hinweis: fiir den Graph konnen Sie z.B. das Bild ausgewihlter Werte im Definitionsbreich berechnen
und dann die Punkte miteinander verbinden. Was passiert mit der Funktion f in Umgebungen der Null-
stellen des Nenners?

Losung: f ist eine rationale Funktion und lésst sich wie folgt faktorisieren

?+25 -3  (z+3)(xz—1)
23— 22 -2r  a(r—2)(x+1)

frxr—
Wie jede rationale Funktion, ist f iiberall in R ausser in den Nullstellen des Nenners definiert. Somit ist
der maximale Definitionsbereich von f die Menge R \ {—1,0, 2}.
Die Nullstellen von f sind genau die Nullstellen des Zihlers, nimlich —3 und 1.

Nach Untersuchung der Vorzeichen der Faktoren im Zdhler und im Nenner folgt, dass

P=(-3,-1)U(0,1) U (2,00)
N = (—00,-3) U(~1,0) U(1,2),

wobei P die Menge, in der f positiv ist, und N die Menge, in der f negativ ist, bezeichnet.

Der Graph I'(f) ist:

Siehe néchstes Blatt!



8. Untersuchen Sie die nachstehenden folgen. Sind sie beschridnkt? Sind sie monoton? Konvergieren sie?
Wenn ja, was ist ihr Grenzwert?

a) a, = cos

b)

=
Offensichtilich ist (ay,) nach unten durch —1 und nach oben durch 1 beschrinkt.

Die ersten zwei Folgenglieder sind

1
a1—§
und
1
CLQ—*Q.

Da cos bekanntlich 27-periodisch ist, gilt fiir alle n € N:
Ap+6 = Qp.

Deshalb kann die Folge nur konvergieren oder monoton sein, wenn sie konstant ist. Das ist sie aber
nicht. Also ist sie nicht monoton und konvergiert auch nicht.

1 2 n
On =gz Tzt +

Es gilt
an=5+Z 4+ +%=L1+2+. +n)= Lo onil 1 1
Die Folge (ﬁ)n>1 ist beschrinkt (durch 1 von oben und O von unten), monoton fallend und

konvergiert gegen 0. Daher ist (ay),>1 ebenfalls beschrdnkt, monoton fallend und konvergiert
1
gegen 3.

Bitte wenden!



3nt—5n242

) an = Tnt—4n3 °
Es gilt
o — 3nt —5n% 42 é_ 37%+%
" ot —4n3 L 7-4
Da die Summanden n2, n24, = Jjeweils eine Nullfolge bilden, konvergiert d1e Folge (a,) gegen é.

Insbesondere ist die Folge beschrinkt. Sie ist nicht monoton, daa; = 0 < 2 7 < igg = as.

d) a] = 0,(12 = l,an = %(an—l —+ an_Q) fir n 2 3.

Wir rechnen fiirn > 1:

1

anJrl + an) — Qp4+1 = §(Gn+1 - an)

1
Gp42 — An41 = 5
1
= ( 2) - a'n—l)

)
- an — Anp—2
2

Beachte, dass firn =0:a2, —a; =1 = (f%)o, also es gilt

1 n
Gnt2 — Gpt1 = (—2> fiir alle n > 0.

Also gilt:
anp =a; + (az —a1) + (a3 —a2) + ...+ (an—1 — an—2) + (an, — an_1)
n—2 n—2 1 k
=a + Z(Gk+2 —apt1) = Z (—2> , nz3
k=0 k=0
konvergiert gegen 1,(1,;) = % (geom. Reihe), also beschrinkt, klar nicht monoton.
2

e a,=vn+1—+/n.

Wir rechnen

e S - e S A AL
o = VT = Vi = (Vi T - Vi) Y
n+l—-n 1

T Vntltvn Vntl+on

Die Folge ist offensichtlich monoton fallend, konvergiert gegen 0 und ist daher auch beschrénkt.

Siehe nichstes Blatt!



an:\/(n—i-l)n—n:(\/(n—i—l)n—n)w

(n+1n+n
_ (n+1l)n—n* n B 1
(n+1Ln+n (n+1)n+n 1+141

ist die Folge monoton wachsend und konvergiert gegen =, daher ist sie auch beschrinkt.

9. Fibonacci-Folge: Es sei die Folge (a,,) gegeben durch das rekursive Gesetz

a=1 aa=1, a,=ap,_1+a,_o firn>2.

Das Ziel dieser Aufgabe ist es den Grenzwert der Folge b,, = a“—jl, wobei n > 1, zu bestimmen.

a)

b)

c)

d)

Begriinden Sie, wieso die Folge (a,,) monoton wachsend ist und wieso die Folge (b,,) beschrinkt
ist. Losung: Weil a,, = an—1 + ap—2 und a,—o > 1 fiir alle n > 2, folgt dass a,, > a,—1 und
deshalb ist die Folge (a,,) monoton wachsend. Es gilt

a Ap—1 + Gp—o App—9 1
by = —— = — ol =14
Gn—1 An—1 Gn—1 bn—1

6]

fiir alle n > 2. Somit b,, > 1 fiir alle n > 2, weil jedes Folgenglied von (b,,) nicht-negativ ist.

Weil b; = 1 folgt deshalb b,, > 1 fiir alle n > 1. Eine Konsequenz davon ist, dass ﬁ < 1und

deshalb folgt wegen (1), dass b,, < 2. Wir haben also gezeigt, dass 1 < b,, < 2 und die Folge (b,,)
ist somit beschriankt.

Es sei
Cp = ApQp—3 — Qp—10p—o fUur n > 3.

Zeigen Sie, dass ¢, = —c,,_1 furallen > 4.
Losung: Wir berechnen
Cn = Aplp—-3 — Ap—-1ap—2 = (an—l + an—Z)an—3 - an—l(an—?) + an—4)
= Op—-10pn—3 + Ap—20p—-3 — Ap_10p—3 — Gp_10n_4

= 0p—20p—-3 — Ap—-10n—4 = —Cn-1,
wie gewlinscht.

Begriinden Sie, dass ¢, = (—1)""1 gilt.

Losung: Weil ag = 1, a1 = 1, as = 2, ag = 3, erhalten wir c3 = 3-1 — 2 -1 = 1 und deshalb
folgt ¢y = —1, c5 = 1, c¢ = —1 und so weiter.

Verwenden Sie jeweils Teilaufgabe ¢) um zu zeigen, dass die Folge (b2,,), wobei n > 1, monoton
fallend ist und dass die Folge (b2,,+1), wobei n > 1, monoton wachsend ist.

Losung: Weil ¢, = (—1)"*1, folgt ¢z, = (—1)?"*T! = —1 fiir alle n > 1. Also

(2n,02p—3 — A2p—102n—2 = —1,

Bitte wenden!



e)*

folglich agpa9y,—3 — a2p—1a2,—2 < 0 und somit asy,aon—3 < A2,—102,—2, Was dquivalent zu

ist. Deshalb ist die Folge (b2, ) monoton fallend. Komplett analog lésst sich zeigen, dass die Folge
(b2r,—1) monoton steigend ist.

Begriinden Sie unter Zuhilfenahme der vorangehenden Teilaufgabe, dass die Folge (b,,) gegen den

1+v5

goldenen Schnitt -+

konvergiert.

Losung: Die Folge (ba,,) ist wegen Teilaufgabe a) beschrinkt und wegen Teilaufgabe d) monoton
fallend. Folglich ist die Folge (b2, ) konvergent. Es gilt

b 1+ L 1+ !
on = = 1
ban—1 1+ o
und somit ) )
lim by, =1+ T =l4+—
n=r+400 I+ —m [ L+ =%+
n—+oo n—+4o0o
Wirsetzen z: = lim bs,. Wir haben also gezeigt:
n—-+oo
1
r=1+ T

Auflosen nach z gibt
1
-H1+-)=1
(@ -1+ )

und somitx +1—1 — % = 1, was dquivalent zu

ist. Durch multiplizieren der obigen Geichung mit x erhélt man

22—z —1=0.

Mit der quadratischen Losungsformel erhalt man = = % + % Weil alle Folgeglieder von (bs,,)

positiv sind, folgt dass x = 1"'2—‘/5 Wir haben also gezeigt, dass die Folge (b2,,) gegen den goldenen
Schnitt ¢ = % konvergiert. Mit genau der gleichen Rechnung ldsst sich zeigen, dass auch die
Folge (ba,—1) gegen den goldenen Schnitt ¢ konvergiert.

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch die Folge (b,,) gegen den goldenen Schnitt konvergiert.
Sei e > 0 beliebig. Weil die Folge (b2,,) konvergiert gibt es ein N1 > 1, so dass fiir alle n > Ny
folgt |bay, — ¢| < €. Weiterhin, weil die Folge (ba,,41) konvergiert, gibt es ein Ny > 1, so dass fiir
alle n > N folgt |ba,—1 — ¢| < . Weil & > 0 beliebig war, haben wir gezeigt, dass die Folge
(b,) gegen den goldenen Schnitt konvergiert, wie behauptet.

Siehe néchstes Blatt!
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