D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2018
Dr. Andreas Steiger

Losung - Schnelliibung 2

1. Es sei p: R — R gegeben durch  — 23

p: R\ I — R bijektiv ist.

— 2. Bestimmen Sie ein Intervall I := [a,b), so dass

Hinweis: Bestimmen Sie die Nullstellen von p und skizzieren Sie den Graphen von p.

Lésung: Es gilt p(x) = 2> — 2 = x(2? — 1) = z(z — 1)(x + 1) und somit hat p die Nullstellen
—1,0, 1. Wir definieren I = [—1,1). Im folgenden zeigen wir, dass p: R \ I — R bijektiv ist.

Zuerst zeigen wir die Surjektivitit.

Esgilt lim 2® — 2 = 4o0, weil z < 123 fiir alle v/2 < 2. Somit
T —+00

lim 2% —2= lim (—2)®+2z= lim —2%+2=— ( lim 23 —x) = —00.
rT—r—00 r—+00 Tr— 400 r——+0o0

Weil p(—1) = Ound lim p(z) = —oo folgt p((—o0,—1)) = {z € R : z < 0} = R( aus dem
Tr—r—00

Zwischenwertsatz.

Weil p(1) = 0 und liI+n p(z) = +oo folgt p([1,+00)) = {z € R : 2z > 0} = R aus dem
Tr—r+00 -

Zwischenwertsatz. Wir haben also gezeigt, dass p: R\ I — R surjektiv ist.

Nun zeigen wir die Injektivitdt. Nehme an das es z,y € R\ I gibt, so dass  # y und p(z) = p(y). Um
zu zeigen, dass p: R\ I — R injektiv ist, miissen wir zeigen, dass es solche z, y nicht geben kann.

Zuerst bemerken wir, dass

v —y=12° 1 =
vt =y -1 =
(y— o) +ay+a®) =y -z
v+ oy +a?=1.
Desweiteren haben x, y dasselbe Vorzeichen, weil p(z) = p(y) und p(¢) < Ofallst < —1lund p(t) >0
falls t > 1 (siehe auch die Skizze). Somit y > 0 und weil |z|, |y| > 1 erhalten wir

2=1*+12 <2 +ay+yi=1,

also 2 < 1 was falsch ist, und somit gibt es keine z,y € R\ I, so dass z # y und p(xz) = p(y). Die
Funktion p: R\ T — R ist also injektiv.

Skizze:

Bitte wenden!



2.

3.

Zeigen Sie, dass die Gleichung
2 3

(z+1)*  (z—1)°

eine Losung = € (—1, 1) besitzt.

Losung: Wir bemerken zunichst, dass die ganzrationale Funktion

2 3 2 3
A T e S R (o

im Intervall (—1, 1) stetig ist. Gesucht ist eine Nullstelle dieser Funktion. Wir stellen fest, dass

lim f(z) =400 , lim f(z) = —oo.

r——1t r—4+1—

Somit gibt es a € (—1,0) mit f(a) > Ound b € (0,1) mit f(b) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert also ein z € (a,b) C (—1,1) mit f(z) = 0.

a) Gegeben sei die Funktion f mit Definitionsbereich D(f) = (%, 2F) durch die Abbildungsvor-
schrift f(z) = tan(z). Bestimme die inverse Funktion von f.

b) Esseia € R beliebig gewihlt. Finden Sie alle reellen Losungen = der Gleichung

tan (7 (14 § cos(z))) = a.

Losung:

a) Wir nutzen zunichst aus, dass die Funktion tan 7-periodisch ist. Daher ist f(z) = tan(z) =
tan(z — m) fiir alle 2. Wegen 2 € D(f) = (%,2F) istdann 2’ := 2 — 7 € (=%, Z). Also ist

arctan(f(z)) = arctan(tan(x — 7)) = arctan(tan(z’)) = 2’ =z — 7.

Schreiben wir y = f(x), so liefert Auflésen der obigen Gleichung nach z, dass y — g¢(y) =
arctan(y) + m die gesuchte Inverse ist. Da f : D(f) — R surjektiv ist (d. h. zu jedem y € R
gibt es ein € D(f) mit f(x) = y) kann als Definitionsbereich von g ganz R gewihlt werden:
D(g) =R.

Siehe néchstes Blatt!



b) Wegen cos(z) € [—1,1] liegt das Argument des Tangens 7(1 + % cos(z)) in [, 2F]. Da aber der
Tangens weder fiir 2 noch fiir 27 definiert ist, muss auf jeden Fall zunichst 7(1 +  cos(z)) €

(Z,27) gelten, also cos(z) € (—1,1). Wir erkennen in (%, 27') den Definitionsbereich D(f) von

f wieder, also den Wertebereich der inversen Funktion g. Aus
1 1 1
tan(m(1 + 3 cos(z))) = f(m(1+ 3 cos(z))) = g~ H(m(1 + 3 cos(z)))
folgt dann, dass

g (1 + 5 cos(@) = o = g7 (g(a)

ist. Da g injektiv ist, schlieBen wir daraus
(1 + %cos(a:)) = g(a) = arctan(a) + ,
also 5
cos(z) = - arctan(a).
Somit sind alle Losungen von der Form

2
x = tarccos ( arctan(a)) + 2km, keZ.
T

Alternativer Losungweg: Wegen der m-Periodizitét der tan-Funktion ist
1
a = tan(w(1 + 3 cos(z))) = tan(g cos(z)).

Das Argument 7 cos(x) des Tangens liegt nun in (-3, 7), und wir konnen direkt die Umkehr-
funktion arctan anwenden.

Ein weiterer, aber falscher Losungsweg: Wir wenden die Funktion arctan direkt auf beide Seiten
der Gleichung an und erhalten

arctan(a) = arctan(tan(w(1 + %cos(x)))) =71+ %cos(x)),

was offensichtlich nicht mit obigem Resultat tibereinstimmt. Der Fehler liegt darin, dass im allge-
meinen nicht
arctan(tan(z)) = z

gilt. Gleichheit besteht namlich nur fiir z € (-7, 5 ), da der Wertebereich von arctan per Defini-
tion (=7, 7) ist.

Fazit: Muss eine nicht injektive Funktion (wie hier der tan) erst auf einen kleineren Definitions-
bereich eingeschrinkt werden, damit sie umkehrbar ist, so ist bei der Anwendung der Umkehr-
funktion Vorsicht geboten! Das gleiche Problem tritt {ibrigens auch bei den Funktionen arcsin und

arccos auf.

a) Der Schwerpunkt eines Objekts befindet sich am Punkt 5 + 27. An welchem Ort befindet sich der
Schwerpunkt des Objekts, nachdem dieses in der komplexen Ebene um 90° im Uhrzeigersinn um
den Nullpunkt rotiert wurde?

b) Bestimmen Sie Real- und Imaginirteil der Zahl 2% — 3z + 2 fiir 2 = 2 + 4.

¢) Wie miissen p, g € R gewihlt werden, so dass

z+1
pz+q

=342,

wobei z = 7 + 5i?

Bitte wenden!



Losung:

a) Sei w die Position der Punkt 5423 nach einer Rotation um 90° im Uhrzeigersinn um den Nullpunkt.
Aus dem Bild sehen wir, dass Re(w) = 2 und Im(w) = —5. Also w = 2 — 5i.

-\ )
J 90° x

b) Wir berechnen fiir z = 2 + i:
22—-324+2=(2+49)2-32+9)+2=4+4i+i*—-6-3i+2=17—1.
Also gilt Re(2? — 32 +2) = —1und Im(22 — 32 + 2) = 1.

z+1

c¢) Wirsetzen z = 7 + 57 in s ein:
z+1 8+ 5% ~ (8+5i)(Tp+q—5pi)  Tdp+8q+5(q—p)i
pz+q Tp+q+5pi (Tp+q)%* + (5p)? (Tp+q)* + (5p)?

Die Bedingung pzzt_lq =

3 + 2¢ und Vergleichung von Reell- und Imaginirteil geben das System
2 21
(7p +a)” + (5p)° = 3 (81p + 8¢)
1
(7p+q)* + (5p)* = 5 (50 — 5p).

Wir subtrahieren die zweite Gleichung von der ersten und erhalten:

q=—1T77p.
Einsetzen in die erste Gleichung gibt: p = 0 oder p = —%. Die Losung p = 0 wurde ¢ = 0
implizieren, was nicht erlaubt ist. Somit haben wir p = f% und g = %.



