D-MAVT/D-MATL Analysis I HS 2018
Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 9

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. Betrachten Sie die Bernoulli’sche Spirale
7(t) = (€' cos(t), e’ sin(t)) .

Bestimmen Sie, ob die folgende Aussage richtig oder falsch ist: Der Ortsvektor 7(¢) eines Punktes auf
der Spirale steht immer senkrecht auf seinem Tangentialvektor.

(a) wahr

(b) falsch

Es gilt #(t) = (e’ cost — e* sint, e’ sint + e’ cost) und damit

et cost et cost — etsint

etsint )’ \ efsint+ elcost
et (cos? (t) — cos(t) sin(t) + sin?(t) 4 sin(t) cos(t))
et > 0, fiir alle ¢.

(r(®),7(t))

2. Es sei f die Funktion f(x) = ze® + 7. Welche der folgenden Funktionen sind Stammfunktionen von

f2

(@ g(z) = ta%e” + Ta;

(b) g(z) = ze” — & + Ta;

© g(x)=(r—1)e"

@ g(z) = (z—1)e* + Tz + .

Durch partielle Integration erkennen wir, dass die Stammfunktionen von f Funktionen der Form xe® —
e® + 7Tx + C fiir eine Konstante C' sind. Die Funktionen in (b) und (d) sind dieser Form, die Funktionen
in (a) und (c) nicht.

Bitte wenden!



3. Es seien C, [ € (0, +00). Die Bernoullische Spirale ist in Polarkoordinaten gegeben durch

o= Ce®,

wobei ¢ € R. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a)

(b)

(©)

(d)

Der Winkel zwischen den Ortsvektor 7(¢) eines Punktes auf der Spirale und seinem Tangential-
vektor 7(¢) ist konstant.

Richtig. Eine Parametrisierung der Bernoullischen Spirale (Spira mirabilis) wird durch

oo [ x(p) = Ce¥cos(y)
“W*{m»= Cel# sin(p)
gegeben, und also
o) = xz(p) = Cle!¥ cos(p) — Cel¥ sin(p)
e = y(p) = Cle!?sin(p) + Cel? cos(yp)

Der Winkel a wird nach definition des Skalarproduktes folgenderweise berechnet:

cos(a) = @) T0) C2e?e _ 1
[7(0)] - [7(0)] V2o . \/C22e2lw | O2e2l V121

der unabhingig von ¢ ist.

Die Differenz der x-Koordinaten von zwei sukzessiven Schnittpunkten der Spirale mit der positi-
ven x-Achse ist konstant.

Falsch. Sehen Sie bitte die Antwort c).

Der Quotient der z-Koordinaten von zwei sukzessiven Schnittpunkten der Spirale mit der positiven
x-Achse ist konstant.

Richtig. Die Gleichung
y(p) = Cel¥ sin(y) = 0,
hat die Losungen ¢ = km, k € 7Z. Die Schnittpunkte mit der positiven x-Achse sind also

(z(27k),0) = (Ce?™F 0),k € Z.
Der Quotient ist also unabhingig von k und ist gleich

z(27k) Ce?!mk cos(2mk) ol

z(2n(k —1))  Ce2m(k—=1) cos(2n(k — 1))

Die Evolute der Bernoullischen Spirale mit C' = [ = 1 ist die Kardiode.

Falsch. Im Spezialfall C' = [ = 1 ist die Evolute der Bernoullische Spirale

—

() = (€7 cos(p), e¥ sin())

durch die Kurve
7(ip) = (—e? sin(p), e cos())

gegeben. Insbesondere kriegen wir diese Evolute durch einer Drehung der Spirale von 7 im Gegenuhrzeigersinn.

Siehe nichstes Blatt!



4.Es sei f die Funktion mit f(z) = [ sin(¢)dt. Wie lautet die Gleichung der Ableitung?
3

(@ f'(x) = cos(x) - cos(3);
(b) f/(x) = sin(e) - sin(3);
© f(x) = cos(a):
@ f'(2) = sin(a).

Sei f eine stetige Funktion und a eine Konstante. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
besagt, dass die Funktion ' mit F'(z) = [ f(t)dt eine Stammfunktion von f ist. Es gilt also F'(z) =
f(z). Setze hier f als die Funktion f(x) = sinz und a = 3.

Alternative: Berechne das Integral direkt durch:

x
= —cosx + cos 3.

/ sin(t)dt = — cost
3

Dann ist f'(z) = (— cosx + cos3)’ = sinz.
5. Welche der folgenden Funktionen sind fiir > 0 monoton wachsend?
(@) / tdt

0
b) z+— / 2 dt

0

x

©) x=— / sintdt

0

(d) xi—>/ sin? t dt
0

Nach dem Hauptsatz ist die Ableitung der Funktionen jeweils die Integrandenfunktion. Diese sind bis

xT
auf x — / sint dt alle > 0. Ist die Ableitung einer Funktion nicht negativ, ist die Funktion monoton
0

wachsend. Eine geometrische Begriindung: Ausser bei z > / sintdt alle > 0 wichst die Flache
0

unter dem Funktionsgraphen.

Bitte wenden!



6. Gegeben ist die Parametrisierung der Kettenlinie
7:tw (t,cosht), teR.

a) Bestimmen Sie die Kriimmungsfunktion ¢ — k(t) der Kurve 4 sowie den Radius ¢ und das
Zentrum 2z des Kriitmmungskreises an der Stelle ¢ = 0.

b) Dieser Kreis (mit festem Radius 7) rolle entlang 7 ab.! Bestimmen Sie das Zentrum z(¢) des Krei-
ses mit Berithrpunkt ¥(¢) sowie den Geschwindigkeitsvektor der Kurve ¢ — Z(t) zum Zeitpunkt
t=0.

Losung:
a) Definiert man (z(t),y(t)) := (¢, cosht) = ¥(t), so kann man die Kriimmung durch die folgende

Formel bestimmen:
_2(®)it) —9t)E@)

GO TODREE
Wir haben 5(t) = (1, sinh ¢) und 5(¢) = (0, cosh ¢). Dann ist

k(t) = cosht —0 _ cosht _ 1

(1+ sinh? t)3/2 (cosh2 t)3/2 ~ cosh®t’

Der Radius rg des Kriimmungskreises an der Stelle ¢ = 0 ist also

T
KO

To 17

1|
cosh?(0)

und sein Zentrum z ist durch die folgende Formel gegeben (Evolute):
n(0)
In(0)]°

wobei n : t — n(t) = (—y(t), £(t)) der Normalenvektor ist, welcher aus einer Drehung von
4(t) von & im Gegenuhrzeigersinn entsteht. Fiir n gilt:

20 = 5(0) + 70 -

n(t) = (—sinht, 1); ||n(t)|| = v/(—sinht)? + 12 = cosh .
Somit ist (—sinh(0), 1)
—sin
=(0, 1)+1-—2 "7 —(0.2).
20 ( ) ) + COSh(O) ( ) )
b) Das Zentrum z(t) des Kreises mit Radius 7y und Beriihrpunkt v(¢) wird parametrisiert wie folgt:
- n(t) (—sinht, 1)
t) =(t ~ = (t, cosht) +1- ~— 2~
) =30 70y = G eoshD 1

1
= |t —tanht ht .
< annt, cos +cosht)

Der Geschwindigkeitsvektor dieser Kurve ist

1 inh ¢ h2t—1
A(t) = (1 —~sinht- 22 ) = (1,sinht)
cosh“t cosh”t

= tanh?¢ - (1,sinht).

Somit ist £(0) = tanh?(0) - (1,sinh(0)) = (0, 0).

Falls Sie 7o bei a) nicht berechnet haben, konnen Sie 79 = 1 annehmen.

Siehe nichstes Blatt!



7. Die Ebene Kurve K sei gegeben durch die Parametrisierung

x(t) = 2cost + cos2t, y(t) =2sint+ sin 2t t € [0,2m].

a) Skizzieren Sie die Kurve anhand von Achsenabschnittspunkten, deren Tangenten, sowie Punkten,
wo die Tangente horizontal oder vertikal liegt.

b) Uberpriifen Sie Ihr Resultat, indem Sie die Kurve in folgende Geogebra-App eingeben:
https://www.geogebra.org/m/gphzjueb#material /VSBerkaqg

¢) Berechnen Sie die Kriimmung k(t) sowie die Parametrisierung der Evolute.
d) Skizzieren Sie die Evolute anhand der in (a) gelisteten Eigenschaften.

e) Uberpriifen Sie wiederum Ihr Resultat, indem Sie Thr Resultat in die App aus (b) eingeben und mit
folgendem Ecolutenrechner vergleichen:

https://www.geogebra.org/m/gphzjueb#material /nbv3bk92
Losung:

a) e Schnittpunkte mit der z-Achse: es muss y(t) = 0 gelten. Mit der Formel sin 2t = 2sin ¢ cost
erhalten wir

y(t) =0 < 2sint(l+cost)=0 << t=0odert=m.
Die Steigung der Tangente im Punkt (z(¢), y(t)) ist

y(t)  cost+cos2t

#(t)  sint+sin2t’

Fiir t = 0 haben wir: z(¢) = 3 und die Steigung ist +o00, das heisst: die Tangente im Punkt
(3,0) ist eine vertikale Gerade.
Wir haben z(7) = —1 und fiir t — 7 giltes:

. Y(t) B ,. sint+2sin2¢
lim =< = lm ——M8M =
t—m & (t) t—m cost + 2 cos 2t

Also die Tangente im Punkt (—1, 0) ist eine horizontale Gerade.

e Schnittpunkte mit der y-Achse: es muss x(t) = 0 gelten. Mit der Formel cos(2t) = 2 cos? t—
1 erhalten wir

z(t)=0 <&  2cos’t+2cost—1=0 2u®+2u—1=0,
wobei wir die Substitution © = cost benutzt haben. Diese Gleichung hat Losungen 410 =
%‘/5. Da u = cost > —1 und _1%\/5 < —1, haben wir nur die Losung _1%‘/5 Es
gibt zwei Zahlen ¢ € [0, 27] fiir die cos(t) = _1%‘/3 Némlich ¢; = arccos (%ﬁ) und

to = 2m — t1. Es gilt:

und die Steigungen der Tangenten sind

ORGSR R ER

Bitte wenden!



e Punkte, wo die Tangente eine horizontale Gerade ist, das heisst ihre Steigung gleich Null
ist. Die Tangente kann horizontal sein, nur falls y(¢) = 2cost + 2cos2t = 0. Dies gilt fiir
t=3%,m, %’T Wir wissen schon, dass fiir £ = 7 die Tangente horizontal ist. Fiir die andere zwei

Punkte gilt ©(t) # 0 und somit ist % = 0. Also haben wir eine horizontale Tangente in den
Punkten

(z (m),y (7)) = (=1,0),
506D -(35).
((5)4(5)-(-%)

o Punkte, wo die Tangente eine vertikale Gerade ist, das heisst ihre Steigung +oo ist. Die

Tangente kann horizontal sein, nur falls #(¢) = —2sint — 2sin2¢ = 0. Dies gilt fir t =
0771_ 2w 47

5, 5. Firt =0 wissen wir schon, dass die Tangente vertikal ist und fiir ¢ = 7, dass die

Tangente horizontal ist. Es gilt § (37) = ¢ (%4%) # 0 und somit ist % = 00. Also haben wir
eine vertikale Tangente in den Punkten

@0(%;%5)0) -(-2%),
(-(5) () - (35).

Mit diesen Eigenschaften, kann man die Kurve skizzieren.

b) Die Kurve ist:

. .
. .
. .
H 1 .
H .
]
-
]
T &+
-2 -1 0 1 2 U]
.
.
H .
H = N
H .
% .
. .
. .
. .
-.- 2 .*
. .
‘e, .®
-9 'o--"..
-3

c¢) Fiir eine ebene Kurve mit der Parameterdarstellung (z(t), y(t)) kann man die Kriimmung durch

Siehe néchstes Blatt!



die folgende Formel bestimmen:

In unserem Fall sind
z(t)\ _ (2cost+ cos(2t)
y(t))  \2sint +sin(2t) )’

(1) - G222,
> —2cost — 4cos(2t)

- (_2 sint — 4sin(2t)> '

Rechnen wir zuerst

(t)? 4 9(t)* = (—2sint — 2sin(2t))? + (2cost + 2 cos(2t))?
=4+ 4+ 8(sintsin(2t) 4 cost cos(2t))
= 8(1 + sintsin(2t) 4 cost cos(2t)).

und

z()y(t) — 2(t)y(t) = (—2sint — 2sin(2t))(—2sint — 4sin(2t)) — (—2cost — 4 cos(2t))(2 cost + 2 cos(2t))
=8+ 4 + 12(sintsin(2t) + cost cos(2t))
= 12(1 + sin ¢ sin(2t) + cost cos(2t)).

aus. Daher kriegen wir
12(1 + sin ¢ sin(2t) + cost cos(2t)) 3V2 3V2

k(t) = _ _ |

83 (1 + sintsin(2t) + costcos(2t))2  4(1 + sintsin(2t) + costcos(2t))z  4(cos(t) + 1)2

wobei haben wir benutzt, dass sin(2t) = 2sint cost und cos(2t) = 1 — 2sin® t.

Die Parameterdarstellung der Evoluten ist

()
(Ul(t)> _ (w(t) - y(ﬂM)
- . (t)"+y(t) !
ua(t) y(®) + () smg-s0mm

Mit den obigen Berechnungen kriegen wir

ui(t)\ [ 2cost + cos(2t) — (2cost + 2cos(2t))2 1 (2cost — cos 2t
(1) = -l )

uz () 2sint + sin(2t) + (—2sint — 2sin(2t))2 ) ~ 3 \ 2sint — sin 2¢

d) Das kann analog wie in Teilaufgabe a) gemacht werden.

Bitte wenden!



8. Berechnen Sie die folgenden Integrale.
2 2
a) (x + 1) dx
b) / tan? z dx

c) /x21nxdm

d) /x2 sinx dx
0

e)/ _dx
sin- xr

Losung:

1 2
a) /(x2+1)2da:=/(x4+2m2+1)dx:/a:4da:+2/x2d:c—|—/ldx=5x5+§x3—|—x+0.

b) gtanz(x)d:r:/ir;zii))dx:/l;)zgif)dx:/(w;(x)—l> dx = tan(z) —x +

1 1 1 1
c) /lena:dasz §$31nm—§/x2daj: §x31nm—§z3+0.

d) /x2sinmdx: [—xgcosx]g—ﬁ—/lccosxdxzwz—i— [2xsinx]g—/2sinxdx:7r2—4.
0 0 0

1
sin?z°

e) Wir benutzen partielle Integration: wir leiten = ab und integrieren Es gilt zunichst cot’ z =

—1 — cot? z und damit

d . 2 2
/ T :/sm T + cos zdx:/(1+cot2x)d$=—COtx+Cv

sin? z sin’ z

Siehe nichstes Blatt!



also
4

/ ? dx—/ T o dr=2x (—cotx)—/l (—cotz)dx
sin2x - \f_/ sin? z -

= —xcotx + / BT jr = —zcotx +In|sinz| + C.
inx
Der Pfeil | bzw. 1 bedeutet dabei ableiten bzw. integrieren.

Im letzten Schritt haben wir die logarithmische Ableitung benutzt: Es gilt immer [ J;I((;)) dr =

In | f(«)| unter Beniitzung der Kettenregel (sofern f(z) nirgends Null ist).

9. Bestimmen Sie die Menge aller Parabeln der Form y = —az?+b,a > 0,b > 0, welche mit der z-Achse
die Flidche % einschliessen.

Lésung: Die Schnittpunkte der Parabel mit der z-Achse sind durch die Nullstellen von —ax? + b gege-
ben, ndmlich z = i\/g . Die Flache unter der Parabel ist wegen der Symmetrie gegeben durch

b

F(a,b) =2 / (—az® +b) do =2 {—%xB + bx}
0
a b3/2 b1/2 4 b3/2
- <3a3/2 a1/2> T 3412

a

0

Es gilt F'(a,b) = % genau dann, wenn a = b3, Somit ist die gesuchte Schar gegeben durch

f(z) = =b%2%+b,b>0.



