Mathematik I (BIOL, HEST, PHAR) HS 2018
Prof. W. Farkas

Losungsvorschlage zur Serie 10

Aufgabe 1
(a) Wir finden zuerst eine Stammfunktion von cos?(x)sin(z). Dazu verwen-
d
den wir die Substitution u = cos(x). Somit ist ﬁ = —sin(z) also dx =
—ﬁ du. Mit dieser Substitution finden wir
. ut
/COSS(I) sin(z) de = /u3 Sin(z)sin(m) du = f/ud du = 7 +C
cos* () T N
i +C mit Riicksubstitution
=F(x)+C.
Das gesuchte bestimmte Integral ist also
2m 1 1
/ cos®(z) sin(z) de = F(21) — F(m) = ~1 + i= 0.

Alternativ: Wir kénnen direkt im bestimmten Integral substituieren und
dabei auch die Grenzen anpassen. Die Grenzen z = 7 und = 27 werden
unter der Substitution u = cos(x) zu den Grenzen u = —1 und v = 1. Die
Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution notig)

27 1 71 1 u4
/ cos® () sin(x) dx = / u® sin(z) — du = —/ ud du = ——

1 sin(z) 1 4

1
= 0.
-1

. Dazu verwenden wir die

5
(b) Wir finden zuerst eine Stammfunktion von R
-z

d
Substitution v = 5 — x. Somit ist w_ —1 also dx = —1du. Mit dieser

x
Substitution finden wir (u =5—-2 & x=5—u)

10 — 1
/5+xdx:/ Ou u(—l)duz/l—zoduzu—101n(|u\)+C’

S—x
=5—z—10In(5—2|)+C mit Riicksubstitution
=F(z)+C.

Das gesuchte bestimmte Integral ist also

1

/ DL gy = F(1)=F(—1) = 4—101n(4)—6+101n(6) = —2+10( In(6) — In(4) ) = —2+101n(3/2).
-1 5—x N—————
=In(6/4)=In(3/2)



Alternativ: Wir kénnen direkt im bestimmten Integral substituieren und
dabei auch die Grenzen anpassen. Die Grenzen £ = —1 und = = 1 werden
unter der Substitution v = 5—x zu den Grenzen u = 6 und v = 4 (in dieser
Reihenfolge!!). Die Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution nétig)

1 4 4 6 6

10 — 10 — 10 — 1
/ 5~‘_gsdx:/ 0 u(—l)du:—/ 0 uduz/ 0 uduz/—o—ldu
,15_1' 6 u 6 u 4 u 4 U

6
= —2+101n(3/2).

4

= (10In(Jul) — u)

Wir finden zuerst eine Stammfunktion von . Dazu verwenden wir

1++x

du _

1
dex  2y/z

die Substitution u = 1 + /. Somit ist

also dz = 2v/z du.

Substituieren wir im Integral ist

2—z 2—z (*)/2—(u—1)2
- = 2 = —2(u-—1 .
/1+\/de " Vv du " (u—1)du

Im Schritt () haben wir die iibriggebliebenen  mit der gleichen Substi-
tution ersetzt (u = 1+ /z & x = (u — 1)?). Die obige Stammfunktion
konnen wir ausrechnen

/2—(u—1)22(u_1)du:2/2(u—1)—(u—1)3du:2/2(u—1)—(u3—3u2+3u—1)du

u u u
:2/_u3+3u2_u_ldu:Q/(—u2+3u—1—l)du
u u
:2(7%3+¥7u—1n(|u|)>+0
= 72(1%\@3 +3(1+v2)? —2(14+vz) —2In(]1 +v/z|) + C  mit Riicksubstitution
=F(z)+C.

Das gesuchte bestimmte Integral ist also

4
2—z 8
dr=F(4)—-F(0)=...= - —21In(3).
| T =P - FO) = .. = S~ 21)
Alternativ: Wir kénnen direkt im bestimmten Integral substituieren und
dabei auch die Grenzen anpassen. Die Grenzen z = 0 und x = 4 werden
unter der Substitution v = 1+ /= zu den Grenzen v = 1 und u = 3. Die
Rechnung ist somit (keine Riicksubstitution nétig)

4 3 3 2
2— 2— 2—(u—1
/ de:/ JQ\/;Eduz/ 220D 1) du
0 1+\/E 1 U 1 u

u?  3u?

3
wi n 1
e.obe ...:2/1(—u2+3u—1—E)du:2(—§+7_“_ln(|u|))




Aufgabe 2

(a) Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen ra-
tionalen Funktion mit Nenner vom Grad 2 und Zahler vom Grad 1. Wir
gehen wie in der Vorlesung vor. Der Nenner 222 — 2z + % hat eine doppelte
Nullstelle z = 1. Somit ist 22% — 2z + £ = 2(z — $)%. Der Ansatz fiir die
Partialbruchzerlegung ist somit

1—=z 1=z A n B
202 -2z +1  2x-3)2? 2-1%i (z-3)

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Bringen wir die rechte Seite
auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

11—z Al -3)+B ) 1—z 1
2z — %)2 - %)2 und somit 5 =A(z - 3)+B.

Vergleichen der Koeffizienten liefert A = —% und B = i. Es folgt also

1
1—2x -3

Die gesuchte Stammfunktion ist damit

1—-= 1 1 1 1
7dx:—f/7dx+f/7dx
/2x2—2m+§ 2) z-13 4) (z—1)2

1 N 1 . 1

+C.

N[

T —

(b) Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen ratio-
nalen Funktion mit Nenner vom Grad 2 und Zihler vom Grad 1. Wir
gehen wie in der Vorlesung vor. Der Nenner Q(z) = 2 — 2x + 5 hat kei-
ne Nullstellen. Wir wollen also die zu integrierende Funktion in die Form

% bringen, mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Es ist

Q(x) = 22 — 2z + 5 und Q'(z) = 2z — 2. Wir méchten also

r+1  A-Q(x)+B ARz —-2)+B
2 -2z +5 Q(z) - 222245

Vergleichen der Koeffizienten liefert A = % und B = 2. Somit haben wir

x+1 L2z -2)+2 1 20 — 2 1
S MY g B M U I LS o — =
/x2—2x—|—5 v / 2 —20+5 FT 3 /x2—2x—|—5 vt /x2—29:—|—5

=/ & dz=In(1Q(x)])+C

Es bleibt die Stammfunktion [ m dx zu finden. Dazu miissen wir

den Nenner in der Form (x + )2 4+ a? schreiben. Gesucht ist also

22 —2x+5=(z4+8)%+a® und somit z?—2z+5=2+28z+ 3%+



Koeffizientenvergleich liefert 3 = —1 und daraus o = 4, also o = 2. Somit
ist die fehlende Stammfunktion

1 1 1 z—1
= [ s de = Sarctan (T ) 4 C.
/x2—2x+5 x /(x—1)2+22 z =  arctan { — +C

Insgesamt folgt somit eingesetzt in (), dass

1 1 -1
/#—;_’_5(1‘% =3 ‘In(|2? — 22+ 5]) + arctan (:ET) +C.

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen ra-
tionalen Funktion mit Nenner vom Grad 3. Wir gehen wie in der Vorle-
sung vor. Durch raten finden wir eine erste Nullstelle x = 1 des Nenners
234222 —x —2. Es gilt somit 2%+ 222 — 1 —2 = (2 —1)(az?+bx +c) fiir ge-
wisse Zahlen a, b, c. Klammern wir aus, so sehen wir, dass 234222 -2 —2 =
ar® + (b — a)x® + (c — b)z — ¢ gelten muss. Daraus folgt mit Koeffizien-
tenvergleich zuerst ¢ = 1 und daraus b = 3 und daraus ¢ = 2. Somit
ist
234227 —x — 2= (x—1)(2® + 3z + 2).

Das Polynom zweiten Grades z2 + 3z + 2 hat zwei Nullstellen 2 = —1 und
x = —2. Somit ist der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
4 A B C

x3+2x2—x—2:x—1+x+1+x+2’

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B,C' € R. Bringen wir die rechte
Seite auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

4=Alz+1)(z+2)+Blx—-1)(z+2)+C(z—1)(xz+1).

Anstatt auf der rechten Seite auszuklammern, kénnen wir spezielle x-
Werte einsetzen (diese Gleichung muss ja fiir alle z gelten). Setzen wir
bsp. z = 1 ein, so folgt 4 = 64 und somit A = 2. Setzen wir z = —1
ein, so folgt 4 = —2B und somit B = —2. Setzen wir x = —2 ein, so folgt
4 = 3C und somit C' = %. Insgesamt folgt also

-2

4 4
_ + + 3
1 z4+1 z4+2

B4+22—x—-2 =z

||

Dies setzt man nun in das Integral ein und findet

4 2 1 1 4 1
/ dz:f/ dxf2/—d:r+7/—dx
3+ 222 —x —2 3) z—-1 z+1 3) x+2

2 4
=3 In(lz —1]) = 2In(jlz + 1|) + gln(\x +2|)+C.

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationa-
len Funktion mit Nenner vom Grad 3. Der Zihler ist zwar nicht konstant,
das Rezept fiir die Integration bleibt aber gleich wie in der Vorlesung
erklirt. In 2c¢) haben wir schon gesehen, dass fiir den Nenner gilt

42207 —x—2=(z—1)(z+1)(z+2).



Somit ist der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

2 +1 A B C

x3+2x2—x—2_x—1+x+1+x+2’

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B,C € R. Bringen wir die rechte
Seite auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

P24+ 1=Alx+1)(xz+2)+Blx—1)(z+2)+C(z—1)(z+1).

Anstatt auf der rechten Seite auszuklammern, kénnen wir wieder spezielle
x-Werte einsetzen (diese Gleichung muss ja fiir alle z gelten). Setzen wir
x =1 ein, so folgt 2 = 6A und somit A = % Setzen wir x = —1 ein, so
folgt 2 = —2B und somit B = —1. Setzen wir = —2 ein, so folgt 5 = 3C

und somit C' = g Insgesamt folgt also

3 +22—r—2 =z + +

5
3
1 z+1 x4+2

22 +1 % -1

Dies setzt man nun in das Integral ein und findet

241 1 1 1 1
/ i dz:f/ dx—/idx—F?/idaz
3+ 222 —x —2 3) z—-1 rz+1 3) z+2

1 5
=3 In(|xz — 1)) — In(Jz + 1]) + gln(|x +2|)+C.

Aufgabe 3

(a) Wir berechnen die Partialsummen der Reihe. Da die Glieder unserer Reihe
wegen den Logarithmengesetzen gleich

an:1n<i+1> =1n(”+1> —In(n+1) — In(n)

n

sind, ist die Partialsummen der ersten n Terme somit

sn=a1+az+...+a, = (In(2) —In(1)) + (In(3) = In(2)) +... + (In(n+ 1) — In(n))
=In(n+1) —In(1l) =In(n + 1),

da sich alle anderen Terme gegenseitig auftheben. Der Grenzwert der Par-
tialsummen (also die Reihe selber) ist also

n— oo n— oo

= 1

E In <+1> = lim s, = lim In(n+1) = oco.
n

n=1

Die Reihe ist folglich divergent.

(b) Bei dieser Reihe kénnen wir beispielsweise das Vergleichskriterium anwen-
den. Wir haben fiir die Glieder der Reihe
2 2
0<—— < —.
~ (n+3)2 7 n?



()

(e)

Nun wissen wir, dass

=2 =1
2220,
n=1 n=1

eine konvergente Reihe ist (Exponent ist 2 > 1). Somit ist auch die gege-
bene Reihe konvergent

Wir wenden das Quotientenkriterium an. Es gilt

32(n+1)

n [ECE=YI 32 (2n)! 32
lim 221 = Jyy CEFDY _ _en)t
n—roo an n—oo

(2n)!

Nach dem Quotiientenkriterium ist die gegebene Reihe somit konvergent.

Die vorliegende Reihe ist gleich Z )by, mit b, = ﬁ > 0 und somit

eine alternierende Reihe. Weil b1 > by > ... und lim b, = 0, kénnen wir
n— o0

das Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen anwenden und finden,
dass die gegebene Reihe konvergent ist.

Wir moéchten das Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen anwen-
den. In unserem Fall haben wir

i (= = i(—l)"bn mit b,, = nia > 0.
n=1 n=1

Weiter gilt (egal fiir was fiir ein a > 0), dass 1 > % >

L
3(1

1

> &>

1
also by > by > b3 > by > ... und lim — =0 also hm b, = 0. Mit dem

n—,oo N,
Konvergenzkriterium fiir alternierende Relhen folgt sormt dass

n=1

konvergent ist fiir beliebige o > 0.
Bemerkung: Y ° (_nla) ist also fiir alle @ > 0 konvergent. Jedoch ist

> o2 == nur fiir @ > 1 konvergent!

=1
noo 320 (20 +2)]  noes (2n+ 1)(2n +2)

=0<1



