Mathematik I (BIOL, HEST, PHAR) HS 2018
Prof. W. Farkas

Losungsvorschlage zur Serie 9

Aufgabe 1

In der Musterlosung der Serie 8 werden diese beiden Stammfunktionen mit
partieller Integration ausgerechnet. Wir zeigen hier, wie man sie mit einer Sub-
stitution ausrechnen kann.

d
(a) Wir verwenden die Substitution u = x+ 1. Somit ist S _ 1 also du = da.

x
Mit dieser Substitution ist x = v — 1 und somit ist die gesuchte Stamm-
funktion

/ﬁdx:/ut;lduz/(uf?’—u%)du

1 1
= _EU_Q =+ gu_g + C
1 1 I o
= — 2w 1) + CEE +C mit Riicksubstitution
3(xz+1)—2 3r+1
- _ < 4 (C=——""_4C.
6w r1p 6z 11
Diese stimmt mit der in Serie 8 mittels partieller Integration ausgerech-
neten Stammfunktion iiberein.

(b) Zuerst verwenden wir den Hinweis.

/cosg(:z:) dx :/ &szl(_xz cos(z) dx = /cos(:z:) dasf/sinz(:zz) cos(z) dz.

=1—sin?(z)
Das erste Integral ist sin(z) + C;. Im zweiten Integral substituieren wir
u=sin(xz) mit Z—Z =cos(z), dh. du=cos(z)dz.
Daraus folgt
/sing(x) cos(z) dx = /u2 du = 1u?’ +Cs = 1sin?’(:v) + Cy,
N—— —— 3 3
=u? =du

wobei der letzte Schritt aus der Riicksubstitution folgt. Insgesamt ist also
(wir fassen die Integrationskonstanten zusammen)

/cos3(x) dz = sin(z) — %sin?’(x) +C,

wie in Serie 8.



Aufgabe 2

(a) Wir substituieren u = /z. Damit gilt 2% = ﬁ 5 und somit dz =
2udu. Es folgt

Die Stammfunktion auf der rechten Seite konnen wir mit partieller Inte-
gration berechnen

/u-e“duzu-e“—/e“duzue“—e“—l—C’:(u—l)e“—l—C.
Insgesamt also
/eﬁdx = 2/ue“du =2(u—1)e" +C.
Mit der Riicksubstitution erhalten wir

/eﬁdx =2(yx —1)eV" + C.

(b) Wir substituieren u = In(z). Damit gilt %* = L und somit du = Ldz. Es
folgt

1 1 1 1
/xln@)d“/m(x)&:/ud“=ln<lul>+0=ln<|1n<x>|>+c,

=1/u =du

mit Riicksubstitution im letzten Schritt. Dasselbe erhalten wir auch durch
Anwendung der Formel

1@,

In(|f(z)]) +C

aus der Vorlesung (hier angewendet fiir f(x) = In(x)).

(¢) Man kann diese Stammfunktion mit einer Partialbruchzerlegung ausrech-
nen. Es geht aber auch mit einer Substitution und zwar substituieren wir
u = 2 — 1. Damit gilt % = 2z und somit du = 2x dx. Es folgt

T e — 1 = (a2
/x271d$_/x271xdx_ / du = ln (luh)+C 21n(|yc 1H+C

(d) Mit dem Hinweis und der Formel aus der Vorlesung folgt

v —1 x+1—2
/x2—|—1d / /ldx /a:Q dx = x — 2arctan (z) + C.



()

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationa-
len Funktion mit Nenner vom Grad 2 und Zihler vom Grad 1. Wir gehen
wie in der Vorlesung vor.

Der Nenner Q(z) = 22 + z — 2 erfiillt A = b? —4ac =1+ 8 > 0, hat also
zwei reelle Nullstellen. Und zwar ist Q(z) = 22 + 2 — 2 = (x — 1)(z + 2).
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist somit

3o+1 _ A B
2+x—2 -1 xz+42

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Bringen wir die rechte Seite
auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

3z+1=A(x+2)+ Bz —1)=(A+ B)z + (24 - B).

Vergleichen der Koeffizienten liefert das Gleichungssystem A + B = 3 und
2A — B =1 mit Losung A = 4/3 und B = 5/3. Es folgt also

3c+1 _ 4/3  5/3
2+x—-2 x-1 x42

Die gesuchte Stammfunktion ist damit

32+ 1 40 1 5 1 1
ST e = P B
/x2+x—2$ 3/x—1z+3/9€+2x

4 5
= gln(|x 1)+ gln(|x+2|) +C.

Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationa-
len Funktion mit Nenner vom Grad 2 und Zéhler vom Grad 1. Wir gehen
wie in der Vorlesung vor.

Der Nenner Q(z) = 22 — 4z + 4 erfiillt A = b? — 4ac = 16 — 16 = 0, hat
also eine doppelte Nullstelle. Und zwar ist Q(z) = 22 — 4z +4 = (v —2)%.
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist somit

x A n B
2 —dr+4 -2 (z-2)%

mit zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R. Bringen wir die rechte Seite
auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

x=A(x —2)+ B = Az + (B — 2A).

Vergleichen der Koeffizienten liefert das Gleichungssystem A = 1 und
B —2A =0 mit Losung A =1 und B = 2. Es folgt also

T 1 4 2
2 —dx+4 -2 (x-—2)%

Die gesuchte Stammfunktion ist damit

T 1 2 1 1
/x2_4x+4dx:/(x—2+(x—2)2>d$:/x—2dx+2/(CL‘—2)2

1
=1 -2))—-2——+C.
n(le —20) - 2—— +



(g) Es handelt sich hier um den Fall einer Integration einer gebrochen rationa-
len Funktion mit Nenner vom Grad 3. Der Zihler ist zwar keine Konstante
wie in der Vorlesung sondern vom Grad 1. Dieselbe Vorgehensweise funk-
tioniert aber. Wir gehen wie in der Vorlesung vor.

Durch raten finden wir eine erste Nullstelle 2 = 1 des Nenners 2% — 1. Es
gilt somit 23 —1 = (x—1)(ax?+bx+c) fiir gewisse Zahlen a, b, c. Klammern
wir aus, so sehen wir, dass 2% — 1 = az® + (b — a)z? + (¢ — b)x — ¢ gelten
muss. Daraus folgt mit Koeffizientenvergleich zuerst a = 1 und daraus
b =1 und daraus ¢ = 1. Somit ist

1= (x—1)(2* +2+1).

Das Polynom zweiten Grades 22 + = + 1 hat keine Nullstellen. Somit ist
der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

r A . Bx+C
@B-1 -1 22+4+z+1

mit zu bestimmenden Koeflizienten A, B,C € R. Bringen wir die rechte
Seite auf den gleichen Nenner, erhalten wir die Bedingung

r=A*+z+1)+(Br+0O)(z—1)
= (A+B)2*+(A-B+C)z+(A-C).

Vergleichen der Koeffizienten liefert das Gleichungssystem A + B = 0,
A-—B+C=1und A—C = 0 mit Lésung A = 1/3, B = —1/3 und
C = 1/3. Insgesamt folgt also

1+x2+x+1_§m—1+§w2+x+1'

T 3 —tz+% 1 1 1 —z+1
-1 x-—

Dies setzt man nun in das Integral ein und erhélt
x 1 1 1 —z+1
———dr =< d - | ————dx.
/x?’—l v 3/x—1 x+3/x2—|—x—|—1 v

Das erste Integral ist

1 1 1
7/ dr =-ln|z — 1|+ C.

3) z—1 3

Das zweite Integral ist das Integral einer gebrochen rationalen Funktion
mit Nenner Q(z) = #2+z+1 vom Grad 2. Wir beachten, dass fiir Q(z) gilt

A = b2 —4ac = 1—4 < 0, das heisst Q(x) hat keine reellen Nullstellen. Wir

miissen also die Funktion im zweiten Integral in die Form c - %/((;)) + 5?;‘;

bringen. Es ist Q(z) = 22 + 2 + 1 und Q’(z) = 2x + 1. Wir méchten also

Q'(x) = Zahl  c¢(2x+1)+Zahl , —2+1
Q(z)  Qz)  22+z2+1  a24z+1
Daraus folgt ¢ = —% und Zahl = % Das zweite Integral ist also mit der



Formel aus der Vorlesung
1 —z+1 1 IQ,(I) 3 1

- | =———dzx = - = d
3/x2+x—|—1 . 3/( 2 Q(x) 2 212 +1) "
1/Q' 1/

6 2 +$+1

1
= ——lIn(]
6

1 1 1 x+1/2
= —=1 +z+1 +C
5 n(|z? +z )+ 3 \/:7 an( 3/ )

1 1 2x + 1
= —ZIn(|z®24+z+1 +arctan<)+C.
o e V3

T+ 1/2 +3/4

Insgesamt ist also die gesuchte Stammfunktion

x 1 1 1 2z +1
——dr =<1 —1])— =1 Zrr 1)+ — + C.
/ . ldac 3 n(|z b 6 n(|x T b \/garctan< NG ) C

Aufgabe 3

(a) Mittels partieller Integration finden wir, fiir beliebiges b > 0,

b b
fl@)dz = / a’re™ dx
0 0

—ax

= —azxe
b b
= —axe” | —e W
0 0
=1—(ab+1)e
Es folgt
I, = lim (1— (ab+1)e %) =1,
Jim (1= (ab+ 1))
denn -
lim (ab+ 1)e~ = lim 2202 POl iy 4
b— oo b—oo €2 b—oo ae?

Bemerkung: Im Zwischenschritt, wo I’Hopital angewendet wird, miissen
wir Zahler und Nenner nach b ableiten, der Grenzwert wird ja fiir b — oo
berechnet.

(b) Die Funktion f,(z) ist fir £ > 0 nie negativ. Der Flicheninhalt |F,| ist
somit gegeben durch das bestimmte Integral von f, zwischen 1 und 2.



Wir rechnen wie in der Losung von (a) mit der unteren Grenze 1 und der
oberen Grenze 2

2
|F,| :/ a’re™ " dx
1

=1-(2a+1)e ™ —1+(a+1)e *
=(a+1)e™® — (2a + 1)e 2

Wir betrachten den Flédcheninhalt |F,| aus (b) als eine Funktion % in
Abhingigkeit von a. Diese Funktion ist (siehe (b))

h(a) = (a+1)e”® — (2a + 1)e 2.

Diese Funktion h méchten wir maximieren. Esist h/(a) = —ae™%+4ae™2 =
(4 — e*)ae™2?. Damit verschwindet die Ableitung von h genau dann, wenn
e* =4, also fir a = 21n (2).

Weiter ist die Ableitung von h positiv, falls ¢ < 21n(2) und negativ, falls
a > 21n(2). Daher liegt in a = 21n(2) ein lokales Maximum von h.

Wir konnen zeigen, dass in a = 21n(2) sogar ein globales Maximum von
h liegt. Die Funktion h(a) hat ndmlich Definitionsbereich (0,00) (es ist
ja a > 0), sie ist positiv (h(a) ist ja ein Flicheninhalt), sie ist stetig, sie
hat eine einzige kritische Stelle bei @ = 21n(2) (die ein lokales Maximum
ist) und gegen den Rand des Definitionsbereichs gilt (11_}1110 h(a) = 0 und

limg_yo0 h(a) = 0. Bei @ = 2In(2) muss also ein globales Maximum der
Funktion h(a) = |F,| sein.

Der Flicheninhalt zwischen 1 und 2 ist somit fiir die Funktion f,(z) mit
a = 21n (2) maximal.



