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3. Differentialrechnung
@ Einfiihrung
@ Ableitung elementarer Funktionen
@ Ableitungsregeln
@ Kettenregel
@ Ableitung der Umkehrfunktion
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Problemstellung

o Tangentenproblem:

Tangente t
y

F() = flx0) = Ay

5(x) -

| X—XOIAX
|

X0 X

Was ist die Steigung der Sekante s?
Ay  f(x) = f(x)

= Die Steigung ist tan(a) = Ax =
X X — X0
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Die Steigung im Punkt xg

@ Wir lassen x — xp streben, dadurch strebt die
Abszissendifferenz gegen Null (d.h. Ax — 0).

e Tangentensteigung m im Punkt (xo; f(xo)):

m= lim M

X—X0 X — X0
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Definition
@ Sei f : D — R eine Funktion und xp € D

@ beachten Sie: f ist definiert in xp!

@ Dann heisst f differenzierbar oder ableitbar in xg, falls der
Grenzwert . .
L f) — f()
X—X0 X — X0

existiert und endlich ist.
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Bemerkungen

@ Dieser Grenzwert wird f’(xp) bezeichnet und wird 1. Ableitung
von f in xp genannt.

@ Analog zur Stetigkeit gibt es Begriffe wie links-differenzierbar
bzw. rechts-differenzierbar in xg.
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Bemerkungen

o Es gibt diverse Bezeichnungen fiir Ableitungen:

flx0) = ¥'(x0) = <Cz<f>xo B <‘Z(y)x°

o falls lim f(x)=f(x)
X—rX0 X=X

ist die Terminologie:
f hat eine Ableitung in xg die £oo ist.

= *oo gilt,
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Beispiel

o Ableitung von f(x) = x? an der Stelle xp = 2:

f(xo) = f(2) =22 =4

_ _ 2 _
m o= fim ()= fx0) ) —fF(2) Xt 4
X=X X — Xp x=2  x—=2 x—2 X — 2
-2 2
— |imw:|im(x+2):4
x—2 X —2 xX—2
Fazit

e f ist differenzierbar in xp =2 und f'(2) =4
@ Daraus folgt die Tangentengleichung in (2, 4):

y =—4+4x
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Bemerkung (wichtig!)
@ Falls f in xy nicht stetig ist, folgt, dass f in xp nicht
differenzierbar ist.

o Es gibt aber Punkte xp, in denen f stetig ist, aber nicht
differenzierbar.
Dazu folgendes Beispiel.
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Beispiel
X, x>0

—x, x<0
Ist f stetig in xp = 07

o F(x) = x| =

lim f(x) = lim(—x) =0

x—0 x—0
x<0 x<0
lim f(x) =limx=0
x—0 x—0
x>0 x>0

o Fazit: Der Grenzwert Iim0 f(x) existiert, da die Grenzwerte
X—>

von links und von rechts tibereinstimmen und es gilt auch
Iim0 f(x) = 0= f(0), also ist f stetig in xg = 0.
X—
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o Ableitung(en)

Die Ableitung von links ist

|imM: lim _X_O: |im;X:_1
x—0 X—O x—0 X—O x—=0 X
x<0 x<0 x<0
Die Ableitung von rechts ist
jim FOO=FO) o Xx=0 Xy
x—0 x—=0 x=0 x — 0 x—0 X
x>0 x>0 x>0

o Fazit: Der Grenzwert lim LS(O) existiert nicht, da die
x—0 X

Grenzwerte von links und von rechts nicht tbereinstimmen.
Somit ist f nicht differenzierbar in xg = 0.
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Ableitung elementarer Funktionen

Eine kleine Ubersicht von 1. Ableitungen elementarer Funktionen:

Funktion f(x) Ableitung f’(x)
Konstante Funktion c =const. 0
Potenzfunktion x" (n€R fest) | n-x"1
Waurzelfunktion VX ﬁ
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Ableitung elementarer Funktionen

Trig. Funkt. f(x) Ableitung f’(x)
sin x cos x
cos x —sinx
tan x L
COS® X
cot x — 12
SIn” X
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Ableitung elementarer Funktionen

Funktion f(x) Ableitung f'(x)
Exponentialfunkt. ex eX

ax (Ina)-a~
Logarithmusfunkt. Inx = log x %

|OgaX (In i)-x
Lineare Funkt. 1

X [ X
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Ableitung elementarer Funktionen

Beweis der Potenzregel
Zeige: —(x")=n-x""1 (neN fest)

Ay _ f(x +Ax)—f(x)  (x+Ax)"—x"

Ax Ax Ax
X"+ (Dx" 1 Ax+ (5)x"2 - (Ax)? + ...+ (Ax)" — x"
B Ax
_ (Dx" 1 Ax+ (5)x"2 - (Ax)? + ...+ (Ax)"
B Ax

= <,17> x4 <,27) X"2 Ax 4 ..+ (Ax)"E
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Ableitung elementarer Funktionen

Nun bilden wir den Grenzwert

di)’((x”) = Jlim_ KDX’H - <,27>x"_2 DX+ (Ax)"_l]

_ <;>Xn—1 —n. Xn—l

Damit ist die Potenzregel fiir positiv-ganzzahlige Exponenten
bewiesen.

@ Die Potenzregel gilt aber auch fiir beliebige reelle Exponenten
(ohne Beweis).

Schreibweise:
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Ableitung elementarer Funktionen

Beispiele zur Potenzregel:

(x?) = 2x
(X3)/ — 3X2
(X4)/ — 4X3
Gy =2 3

1 1 1 1 3
— =X 2 = (X_E), = —— . X 2
Vx 2
Spezialfall:

X' =1
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Ableitungsregeln

Faktorregel

@ Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten:

y(x) = C-f(x) = y'(x) = C- f'(x)| (C: Reelle Konstante)




Kapitel 3: Differentialrechnung
Ableitungsregeln

Beweis der Faktorregel

y(x)=C-f(x)
/ _ y(X—I_AX)_Y(X)
/00 = fim, )
— i C-f(x+ Ax)—C-f(x)
- Ax—0 Ax
— lim C‘f(x—l—Ax)—f(x)
Ax—0 Ax
_C iim f(x + Ax) — f(x)
Ax—0 Ax

= C-f'(x)
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Ableitungsregeln

Beispiele:
y(x) =10x* = y'(x) = L(10x*) = 10 £(x*) = 10 - 4x> = 40x3

x(t) =4 sint = x'(t) = L(4-sint) =4- L(sint) =4 cost

><\U'l

y(x):5-|nX:>y’(x)—di(5 Inx)=5" di(lnx)—5 %

y(x)=-3-¢" :>y(x)—dx( 3-6)=-3-5(e")=-3-¢
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Ableitungsregeln

Summenregel

Bei einer endlichen Summe von Funktionen darf gliedweise
differenziert werden:

y(x) = f(x) + g(x) = ¥'(x) = f'(x) + &'(x)

Beispiele:
(sinx + e*) = (sin x)" + (&¥)’ = cos x + €~

(x2 —logx) = (x3) — (logx)' = 3 -x3 —

X[
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Ableitungsregeln

Produktregel

Die Ableitung der in der Produktform y(x) = f(x) - g(x)
darstellbaren Funktion erhalt man nach der Produktregel:

y'(x) = (f(x) - 8(x)) = F'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)

Beispiele:
(e* -sinx)" = (&) sinx + e*(sin x)’ = €*sinx + X cos x

(x2 - Inx) = (x3)' Inx + x*(Inx)’ = 2xInx + x? - L = 2xInx + x
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Ableitungsregeln

Quotientenregel

Die Ableitung einer Funktion, die als Quotient zweier Funktionen
f(x) und g(x) in der Form y(x) = % darstellbar ist, erhalt man

nach der Quotientenregel:

V() = (f(X)> _ () -e(x) = f(x) - &'(x)

g(x) (g(x))?
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Ableitungsregeln

Beispiel 1:
x34+2x - 1Y
ex + 2x*
(x4 2x — 1) - (e +2x*) — (x3 +2x — 1) - (X + 2x*Y

(eX + 2x%)?
(32 +2-0)(e¥ 4+ 2x*) — (x> + 2x — 1)(e* + 8x3)
- (ex + 2X4)2
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Ableitungsregeln

Beispiel 2:

sinx)’ _ (sinx)’ cos x — sin x(cos x)’

(tanx)' = (

cos x (cos x)?

_ €OS X COS X — sin x(— sin x)

B (cos x)?

_ (cosx)?+(sinx)? 1

N (cos x)? "~ (cosx)?
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Ableitungsregeln

Spezialfall:

Beweis Mit f(x) = 1 folgt f'(x) = 0 und daher

g(x)

1\ _ () _f(x)-g() —f(x)-g'(x) _ —1-g'(x)
(e) = (i) -

g(x) (g(x))? (82
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Ableitungsregeln

Beispiel 1:

g(x) = X3 4 €
<1>/:_ g/(X) __(X%—Fex)’ _ %X%_’_ex
&) (8(x))? (x? + ¥)? (x3 + e)2

Beispiel 2:
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Kettenregel

Die Ableitung einer zusammengesetzten (verketteten) Funktion
y(x) = g(f(x)) = h(x) erhalt man als Produkt aus der dusseren
und der inneren Ableitung:

_dy _dg . df

Y = 5 = G- o

oder anders geschrieben:

y'(x) = [g(F(x))] = &' (F(x) - f'(x)

Vereinfacht:
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Beispiel 1
h(x)=(Inx)? = h(x) = g(f(x)) mit £(x) = Inx und g(y) = y2
/ 3\/ 3 1
gy)= y?) =5y
() = (Inx) =
’ 37/ ’ ’ 3 101
= H(x) = [(nx)3] = g/(F(x)) - () = S(nx)3 -~

Hinweis (fiir praktische Berechnungen):

2
W) =3y = g(mx)% - (Inx)
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Beispiel 2
h(X) — e(x4+sinx) =y= X4 + sin x
h/(X) — (ey)/ — .y/ _ e(x4+sinx) . (X4 + sinx)'

= e(xsinx) (4x3 + cos x)

Beispiel 3
h(x) = sin(2x3 +e)=y= 2x3 4 X
h(x) =siny

/

>-

(x) = (siny)' -y = cosy -y’ = cos(2x® + &) - (6x* + &)
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Logarithmische Ableitung

@ Was ist die Ableitung von
h(x) = x* oder allgemeiner von (f(x))g(x) ?

— Das ist nicht der Form x” (da n fest sein miisste).
— Das ist nicht der Form a* (da a fest sein miisste).

@ In vielen Fallen, beispielsweise bei Funktionen vom Typ
h(x) = (F(x))™ mit f(x) > 0, gelingt die Differentiation der
Funktion nach dem folgenden Schema:
© Logarithmieren der Funktionsgleichung.
@ Differenzieren der logarithmierten Gleichung unter Verwendung
der Kettenregel.
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1. Betrachte In(h(x)).
2. Bezeichne y(x) = In(h(x)) und suche y’(x).

h(x) = (f(x))s™)

= Inh(x) = In ((f(x))g<x))
In h(x) = g(x) - Inf(x) mit Logarithmenregel
(Inh(x))" = (g(x) - Inf(x))’

> 50 700 = 80007 +£() - In F)]

W (x) = h(x) |&'(x)  Inf(x) + g(x) - 75y - (%)
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Beispiel 1

’h(x) = x*, fir x >0 (hier ware f(x) = x und g(x) = x)‘

In h(x) = In(x*)
= xIn(x)

(In h(x))" = (xIn(x))’

h(lx) -h(x) = x" - In(x) + x (In(x))
:1-|n(x)—|—X'£ - h(x)

K (x) = h(x) - (In(x) + 1)
= x*(In(x) + 1)
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Beispiel 1 (alternativ)
Umformen:

h(x) = x* = ") = ) fiir x > 0

Dann gilt mit der Kettenregel

( x In(x) )

exln(x) (X|n( ))/
— &) [(x' In x + x(In(x))']
=" (In(x) + 1)
= x*(In(x) + 1).
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Beispiel 2

h(x) = (cosx)( )

Inh(x) =In (cosx)(ex+xz)}

In h(x) = (eX + x?) - In(cos x)
1

) -H'(x) = (e" + x*) - In(cos x) + (&* + x*) - (In(cos x))

= (¥ + 2x) - In(cos x) + (& + x?) -

(%) |4

1

B (x) = h(x) - | (€ 4 2x)In(cos x) + (* + x?) - - (—sin x)]
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Ableitung der Umkehrfunktion
Ableitung der Umkehrfunktion
e Eine Funktion y = f(x) sei umkehrbar und x = g(y) sei die
nach der Variablen x aufgeloste Form dieser Funktion. Oft

verwendet man das Symbol g = £~ 1.

@ Dann besteht zwischen den Ableitungen dieser beiden
Funktionen der folgende Zusammenhang: fiir y = f(x) gilt

gly) = f,(lx) (falls £/(x) # 0 ist).

@ Hieraus erhilt man durch die beiden folgenden Schritte die
gesuchte Ableitung der Umkehrfunktion y = g(x):
@ In der Ableitung f'(x) wird zunachst die Variable x durch g(y)
ersetzt
@ Anschliessend werden auf beiden Seiten die Variablen x und y
miteinander vertauscht (formale Umbenennung der beiden
Variablen).
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Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 1

Ableitung der Umkehrfunktion von | f(x) = x?, wobei x > 0

Zuerst Ableitung f’(x) in Formel einsetzen und x durch f~1(y) ersetzen:
1

(FY0) = g ¥ =) =2 (r>0)
(FY() = %: y=1f(x)=x*=x= 1y =f(y) (weil x> 0)
(FY0) = 55 = (V7 = 5 (mity >0

1
Dann Variablen x und y vertauschen: (v/x)' = —=
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Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 2

Ableitung der Umkehrfunktion von ’ f(x)=a a# 1‘

Zuerst Ableitung f'(x) in Formel einsetzen und x durch f~1(y) ersetzen:

(FY0) = g ¥ =) =" = x=logyy = £()

1 1
—1\( ) _
(F0) = aIlna  ylna

1

xIna

Dann Variablen x und y vertauschen: (log, x)' =
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