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Folgen und Reihen

Folgen bisher: a1, az,...,an, -
z. B

2,4,6,8,... an:2n,"~
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Gegeben eine Folge (an)n, kann man eine neue Folge bilden:

51 = a1
Sp=ai+ a

S3=a1+ax—+ a3

Sp=ai1+a+az+...+ap
(z. B.: falls a, = 2n
=sp=atat...ta,=2-1+2-2+4---42n)

Man schreibt auch:

n
Sp=air+a+az+...+a,= Z ED (X-Notation).
k=1
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Reihen

Definition
o Gegeben sei eine Folge (an)n.
e Die Folge (sp)n zusammen mit dem Grenzwert nI|_>nc1>o sn (falls er
existiert) heisst Reihe.
o Notation:

o0
nImesn = nhj;o(al +ayt+a3+...+a, = Zan
n=1
Bezeichnung:
an ist das n-te Reihenglied
Sp heisst n-te Partialsumme
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Reihen

Konvergenz und Divergenz von Reihen
@ Eine Reihe heisst konvergent, falls die Folge der
Partialsummen zu einem endlichen Wert konvergiert, also falls
lim s, existiert und lim s, € R.
n—oo n—oo

@ Eine Reihe heisst divergent, falls die Folge der Partialsummen
entweder einen unendlichen oder gar keinen Grenzwert besitzt,
also falls

lim s, existiert aber lim s, € {£oo}
n—oo n—oo

oder

lim s, existiert nicht.
n—oo
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Beispiel 1

oo
Reihe Za,, mit a, = 2n.
n=1
Betrachte die Partialsummen:

Sph=a1+a+...+a,=2-1+2-24+...4+2-n

:2-(1+2+...+n):2-n(n2+1):n(n+1)
=n’+n
Beachte:
1+2+3+...+(n—1)+n:”("2+1)
Somit:

o0
E an = lim s, = lim (n® + n) = +o0 divergent
— n—oo n—oo
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Reihen

Beispiel 2

Reihe Z q" mit g € (—1,1) (hier ist also a, = q").

n=1
@ Betrachte die Partialsummen
sh=ai+a+...+a=q"+¢*+...+q" |-q

q-s,,:g2—|—q3—|—...+q”+q”+1

=sp—q

= q-sp=(sn—q)+q""!

(g—1)sp=—q+q""! (-1

q-— qn+1

1-q)sn=qg—q"" =|s, = 1-gq
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RENE

o Bilde Grenzwert
n+1

lim s, = lim 2— 9 aber lim ¢"'=0 dage(-1,1)
n—oo n—oo — q n—oo
= lim s, = 9

n—o0 1—gq

@ Wir haben also die Konvergenz der Reihe gezeigt

o

o 9

) 1 (1 3 1
bsp.furq—g. Z<3) =175

n=1

dashe'sstl—k E 2+ 1 3+ + 1 n+ _1
| 3 3 3 oo 3 _2
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Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

o Satz:

[e.e]
Sei Za,, konvergent, dann gilt n||_>r’r<lo ap =0.

n=1

o Korollar:

o0
Falls n|L>n;o a, # 0, dann ist Za,, divergent.

n=1

o Bemerkung:
Die obige Bedingung lim,_,, a, = 0 ist notwendig fiir die
Konvergenz der Reihe, aber nicht hinreichend.
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Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

Beispiele

@ a,=2n
klar ist lim,_00 an =00 #0, somitist > °,(2n)
divergent

oan:q”mitq:%

o0
klar ist lim a, = 0 und wir wissen ) q" ist konvergent
n—o00 =1

-1
°ap=
. . . oS 1 - .
wir wissen lim a, =0, aber ) - ist divergent
n—»00 ="
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Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

o Fazit:

: P 0o .
Auch wenn n||_>n(1)o ap = 0 ist, kann >~ a, sowohl divergent

als auch konvergent sein, beides ist moglich!!!

o Praktischer Hinweis:
Um die Konvergenz einer Reihe " a, zu untersuchen, wird in
einem ersten Schritt der Grenzwert der Reihenglieder a,
untersucht.

o0
1) Falls nI|_>n;O a, #0= 2:1 a, divergent
n=

2) Falls lim a, = 0 = alles ist moglich
n—oo

Somit brauchen wir weitere Kriterien, um im Fall 2) die
Entscheidung zu ermoglichen.
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Konvergenzkriterien: Vergleich mit einer konvergenten Reihe

1) Vergleich mit einer konvergenten Reihe
Seien

o0
0<a,<c¢,und Z Ccp ist konvergent

n=1
)

= Z ap ist auch konvergent

n=1
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Konvergenzkriterien: Vergleich mit einer konvergenten Reihe

o0
@ Bemerkung: Wir brauchen konvergente Reihen > ¢, damit
n=1
wir dieses Kriterium anwenden konnen.

o Gute Beispiele fiir konvergente Reihen:
1.

oo
Z q" konvergent fiir g € (—1,1)
n=1
2. Die (verallgemeinerte) harmonische Reihe
oo

1
Z — konvergent falls o > 1
na

n=1
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Konvergenzkriterien: Vergleich mit einer konvergenten Reihe

Beispiel 1

oo
1 1
Reih e — hier ist al e —
eihe ,?:1 T D0 <2) (hier ist also aj T D 52)

)

a) limp_,00 a, = 0, die Reihe kann somit konvergent sein, muss

aber nicht
by (n+1)(n+2)>nm = —31 - <1
) ( ) ( ) () < m
>n >n

Also ist 0 < aj, < ¢, = 5. Gleichzeitig gilt }7°; & < oc.

1 .
= Yot (rrT)(aia) < O© ist konvergent.
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Konvergenzkriterien: Vergleich mit einer konvergenten Reihe

Beispiel 2

Reihe 231(0,7)” sin(n)| (hier ist also a, = (0,7)" - | sin(n)|)

<1
Losung:

0<a,<c,=(0,7)"

i(o, )" < o0

n=1

o
= Z an ist konvergent.
n=1
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Konvergenzkriterien: Quotientenkriterium

2) Quotientenkriterium
Satz:

. dn+1
falls a, > 0 und falls der Grenzwert |im nt
n—oo  a,

= j existiert,
dann gilt
falls j <1 = Z an ist konvergent

falls j > 1= Z an ist divergent

Bemerkung: Falls j = 1 ist keine Aussage moglich.
Es gibt Reihen, fir die j = 1 gilt, welche konvergent sind, und es
gibt Reihen, fiir die j = 1 gilt, welche divergent sind.
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Konvergenzkriterien: Quotientenkriterium

Beispiel
Reihe i 1 (hier ist also a, = i)
—~ (2n)! (2n)!
n=1-2-3-4-...-n
(2n)!'=1-2-3-4-...-(2n—2)-(2n—1)(2n)
1 1
antl _ QD) _ @ot2 _ (20)0 1
an ﬁ (2}7)! (2n+2)!  (2n+1)(2n+2)
= lim 2 = lim —0<1
n—oo n

n—oo (2n+ 1)(2n 4 2)

o0

1
= Z w ist konvergent

n=1
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Konvergenzkriterien: Quotientenkriterium

Bemerkung:

Vergleichs- oder Quotientenkriterium, je nach Erfahrung oder
Situation!
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Alternierende Reihen

(&)

Bisher wurden insbesondere Reihen > a, mit a, > 0 betrachtet.
n=1

Definition: -

Eine Reihe der Form Y (—1)"*1b, mit b, > 0

n=1
heisst alternierende Reihe.
(d. h. die Vorzeichen der Reihenglieder a, = (—1)"*1b,

alternieren).
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Alternierende Reihen

Beispiel:
o0
1 1
Z (—1)"1= hier ist also b, = =
n n
=1 N——
n Y
1
al_(—1)2-1:1
1 1
—(=1)¥.2 = _Z
2=(1)"5=3
1 1
—(=1)%*.2 ==
1= 3 =3
1 1
—(=1)P°.2 = _=
= (=17 2
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Alternierende Reihen

3) Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen
Satz:
Gegeben ist die Reihe

o0

> (1) b, mit b, > 0.

n=1

Falls gilt

a) by > by > ...b, > ... (die Folge (by), ist fallend)
b) lim by =0

n—o0

dann ist
o

Z(—l)"+1 b, konvergent.

n=1
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Definition
Sei x € R . Eine Reihe der Form

oo
E cpx"
n=1

heisst Potenzreihe d.h. a, hat eine spezielle Form.
an = cpx"
¢, = n-ter Koeffizient der Potenzreihe
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Potenzreihen

Bemerkungen:

o
(2]

Die Konvergenz der Reihe hdngt von x ab (x € R).
Manchmal bezeichnet man auch

>~ cn(x — xp)" als eine Potenzreihe (mit xo fest).

n=1

Manchmal sind die oF(’)otenzreihen auch firn=0 zu

untersuchen d. h. > ¢, -x" = co + cix + cox® + ...
n=0

Alle bisherigen Konvergenzkriteriterien fiir Reihen bleiben

gliltig fir Potenzreihen.
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Beispiel

o)

1 1 1
Z —x" (hier ist a, = —x" und ¢, = —)
e n! n! n!

Wir wenden Quotientenkriterium an

+1
ant1 (n+1)1Xn N
an Lyn (n+1)! x»  n+1

nl

nl  xtl 1

1
1x:0<1 fur alle x ¢ R
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o0

. S . 1
Das heisst fiir alle x € R ist die Reihe E —Ix” konvergent.
n!
n=0

— 1
f:x%zmx"if(x):ex
n=0 "'

———
f(x)
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Potenzreihen

Potenzreihen von Funktionen:
Gegeben: Funktion f(x)

Frage: Kann die Funktion f mit einer Potenzreihe in Verbindung
gebracht werden?

f(x)~co—l—c1x+c2x2—|—...:Zc,,x”

oder

o0
~ E Cn X—Xo
n=0
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Potenzreihen

Kanonischer Weg: Sei f in xp unendlich oft differenzierbar.

C = f(Xo)
a ="
yEs
allgemein fir alle n>0: ¢, = f(ni,(.XO)

Xp ist fest, heisst Entwicklungspunkt
Betrachte die Potenzreihe (fiir f)

o0 n

00
Sy =3
n=0

(x — x0)".
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Beispiel

fx)=¢" x=0 = icn(x —-0)"

Koeffizienten ¢, bestimmen:

o=Ff0)=e" =1

f'(0) €
f7(0) % 1 i fmMo) & 1
C2:T:§:§ allgemein: ¢, = py :H:H

1
= ke
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Potenzreihen

Definition
o Gegeben Funktion f(x).
Die zu f zugeordnete Reihe >  c,(x — xp)"” mit
n=0
(") (x0)

Ch =
n!

heisst Taylor-Reihe von f um den Entwicklungspunkt xg.
oo
@ Die Menge aller Punkte x € R, fiir die ) cs(x — x0)"
n=0

konvergent ist, heisst Konvergenzbereich der Reihe.
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Potenzreihen

Satz 1

Gegeben die vorherige Potenzreihe.

= Es existiert ein r > 0 (r heisst Konvergenzradius) sodass

a) fiir alle x € R mit xp — r < x < xo + r konvergiert die Reihe

b) fiir alle x € R mit x < xp — r oder x > xg + r divergiert die
Reihe.

Bemerkung:
Falls x = xp — r oder x = xp + r sind keine Aussagen moglich.
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Satz 2 (Bestimmen des Konvergenzradius):
o0

Der Konvergenzradius r der Potenzreihe ) c,(x — xp)" lasst sich
n=0
wie folgt berechnen
. Cn
r= lim
n—oo

Cn+1
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Potenzreihen

Vorgehen beim Bestimmen der Konvergenz von
Potenzreihen:

@ bestimme r mit Satz 2

@ wende Satz 1 an
o0

@ untersuche > cp(x — xg)" fiir x =x9p —rund x = xo + r

n=0
direkt
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Potenzreihen

Beispiel 1
Untersuchen Sie folgende Potenzreihe auf Konvergenz:

ix”:il-(x—O)”
n=0 n=0

@ hier ist xg = 0 und ¢, = 1 fiir alle n

Cn

Sl = lim \%}:1

n—oo

@ der Konvergenzradius ist r = lim
n—o0

@ Satz 1 anwenden:
FuirO—1<x<0+1,dh. —1 < x < 1 ist die Reihe
konvergent.
Fir x < —1 und x > 1 ist die Reihe divergent.

@ Sei nun x = 1:

o0 o o0
Zx" = Z 1" = Z 1 =00 = fiir x = 1 ist die Reihe divergent
n=0 n=0 n=0
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@ Sei nun x = —1;

>y

—S1 =

—1)°+( )+( 1)2+

0 falls n ungerade
S, =
§ 1 falls n gerade

0
1
(-1)° =0

[e.°]
sp besitzt also keinen Grenzwert und somit ist > x" fir

n=0
—1 divergent.
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Fazit:

e}

Zx” ist konvergent genau dann, wenn —1 < x < 1.
n=0

o
= vergleiche mit Z q" qe€(-1,1)
n=0
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Potenzreihen

Beispiel 2

> x" 1
P D B (e
n=0 n=0

Hier ist xp = 0

und ¢, = l,
1
- 1)!
r=lim = lim |[—2—| = lim @
n—o0 | Cpt1 n—o0 s n—oo  nl
= lim (n+1) =400 der Konvergenzradius ist unendlich!
n—o0
Das bedeutet fiir alle x € R konvergiert f(x) = > 77 % n, Spater:

f(x)= e~
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Potenzreihen

Beispiel 3

o0 [e.9]

Sy o s e o

n=1 N=1 e

Cn

xo=1
Ch = (_1)n+1%

, (=1 . n+1
r=Ilm|—| = lim ————"—~ = |im
n—00 | Cpt1 nﬁoo‘(_l),H_Q 1 ‘ n—o0 n
n+1

1)"

— =r=1

= Firl—1<x<1+1also0 < x < 2 ist die Reihe konvergent.

= Fiir x < 0 oder x > 2 ist die Reihe divergent.
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Potenzreihen

Fortsetzung:

o0 o0

0- Z(_l)n+l% . (0 . 1)n — Z 2n+l 1 Z( 1
n=1 n=1

1 1
= — nz_; - divergent <Z n—akonvergent nur falls o > 1>

()7 @1y

X

x

I

™
hE

3
Il
_

Nk

1
(—1)""=  alternierende Reihe
n
n=1

konvergent gemass Kriterium fir altern

Reihen mit b, = l
— by >by>...>b,.

.= lim b, =0
n—o00

= Reihe ist konvergent fiir x € (0, 2]
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Taylor-Reihen

Frage: Wann gilt Gleichheit in
oo

f(x) ~ Z cn(x —x0)"=co+alx—x)+alx—x)+... ?
n=0

@ Gegeben f und xp € D im Definitionsbereich von f:

Co = f(X())
f'(x0)
T
Ch = f(n)(Xo) e
n!
@ Betrachte die Taylor-Reihe mit Entwicklungspunkt xg, also
£ r £(n)
f(xo0)+ @(X—Xo)lﬂ-ﬂ(X—Xo)z-f—. . .+ﬂ(x—xo)”+. .
—— 1! 2! n!
SN—— SN——

C(
0 C1 2 Cn
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Taylor-Reihen

@ Wende Konvergenzkriterien fiir Potenzreihen an
(es existiert ein r > 0, r = limp_,00

i‘ sodass fur
Cn+1

xg — r < x < xg + r die Reihe konvergent

und fiir x < xp — r oder x > xp + r divergent ist)
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Taylor-Reihen

Beispiel 1:

o0
Wir wissen: Die Potenzreihe Zx” hat den Konvergenzradius

n=0
r =1, somit ist sie konvergent fiir x € (—1,1).
— 1
Weiter wissen wir x" =
> X" =1%
n=0
1—x™

dasy=1+x+x>+...+x"=
1—x

fuir — 1 <x<1.

und somit lim s, =
n—o0 — X
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Taylor-Reihen

Bemerkung:
Die Funktion f(x) = 11 hat eine Darstellung als Potenzreihe

oo
Zx” fur alle x € (—1,1).
n=0

Diese Reihe ist die Taylor-Reihe von f um 0: Man rechnet leicht
f(n)(o) —1 i
=1 gilt.

n!

nach, dass ¢, =

Natiirlich ist f(x) = 11 definiert fiir alle x # 1.
Jedoch ist fiir x < —1 oder x > 1 die Darstellung

f(x) = Z x"
n=0

nicht moglich.
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Taylor-Reihen

Beispiel 2:

Beweisen Sie, dass f : R — R, f(x) = e* eine Entwicklung als
Potenzreihe wie folgt besitzt

1
f(x) = Z mx" fur alle x € R.
n=0
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Losung;:

o Gegeben f(x) = e* und xp = 0. Bestimme die
Taylorkoeffizienten.

Cto(0)260:1

(o) & 1
R TR TR T]
_f(0) e 1
Q= TaT

£(n) 0 1
Cn: (O)Ze =

n! nl ol
@ Betrachte die Taylor-Reihe:

o [e.e]

Z cn(x —0)" = Z lX”

n=0 n=0
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Taylor-Reihen

o Untersuchung der Konvergenz der Reihe Y 7° o %X”

Konvergenzradius:

1
= lim —2— = |im (n+1) = +o0

n—oo m n—oo

r= lim
n—oo

Cn+1

n
= Z — ist konvergent fiir alle x € (—o0, c0).
n=0

oo
1 .
somit ist f(x E —x" fur alle x
n!
n=0
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Taylor-Reihen

o Fazit: Fur alle x € R:
X=1+ ,X+21,x2+ i
el z1+1, 1+ 124+ - 13+4, 1y + 515~ 2,716
Fehler der Abschatzung = |e —2,716| ~ 0,002.
Je hoher n desto genauer die Approximation.
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Taylor-Reihen
Bemerkung:

Ersetze x — —x :

1 1 1

—X __ Il Il A Y T L\n
e —1+1!( x)+2!( X) —i—...—i—n!( )"+ =
o0

1
>
n:OL,—/

Cn

Ersetze x — x? :
e =14+ 20 £ (P 4t 20O . =

- 1! 21 ol T
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Taylor-Reihen

Bemerkung:

Bisherige Entwicklung um xp = 0.

Beispiel:

f(x) = In(x) (definiert nur fiir x > 0).

Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von f um xp =1
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Taylor-Reihen
LGsung:

die Taylor-Reihe ist

f(n)

ch( Xo) <~ Z n

f(x) =Inx f(1)=In1=0 =0

,
f’(x)—% f(1)f%—1 q:fl(!l):%:l
)= Fy=T3=-1 o="0_ %.1 -1
F"(x) = X23 F7(1) = 3 =2 o = f';(!l) -2 %

Somit: ¢, = (—1)"""1 fiir alle n > 1
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Taylor-Reihen

@ Taylor-Reihe von f(x) = In x mit Entwicklungspunkt xo = 1:

oo

Z(fl)"H% - (x — 1)" | Taylor-Reihe fiir den Logarithmus

n=1

@ Bestimme den Konvergenzradius der Taylor-Reihe fiir den

Logarithmus:
. Cn . (1)L . on+1 _on(141)
r= lim = lim | ———7-|= lim = lim
n—oo | Cpy1 n—oo (—]_)’H’Zm n—oo n n—oo n
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Taylor-Reihen

Also:

@ Firl—1<x <141 also fiir 0 < x < 2 ist die Taylor-Reihe
fur den Logarithmus konvergent.

e Fiir x > 2 ist die Reihe divergent.



Kapitel 6: Potenzreihen
Taylor-Reihen

Noch zu untersuchen: Das Verhalten der Reihe fir x = 2.

i(—l)”“l (x—1)= i(—l)”“l (2-1)= i ﬂ
n=1 n n=1 n n=1 n
e -1 n+1
= die Reihe Z L ist konvergent, weil sie eine
n

n=1

oo
alternierende Reihe der Form z:(—l)"Jrl - by

n=1
i« b 1 d by >by>...>b,> ... _
mit b, = — un lim by, = 0 Ist
n—o0
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Taylor-Reihen

o Fazit

1
Die Reihe Z ”‘H —1)" ist konvergent falls x € (0, 2]

o Also gilt:

> 1
Inx = Z(_1)"+1; S(x—=1)" firx € (0,2]
n=1
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Taylor-Reihen
o Anwendung;:

- 1
firx=2: In2= g (—1)"+i=
n

n=1

1 1 1
g (_1)3+1 R (_1)4+1 L=

|n(2) ~ (_1)1+1 . E + (_1)2+1 . : 3 J

1

o Stammfunktion von e = f(x)

F(x) = / e tdt
0

1 1 1
=14 —x+—-x>+...4+—x"+... firallexeR

1! 2! n!
= x = —t?
—2 1 1 2 1
=e U =145 (=) + 5 (1) +...+H(—t2)"+...
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Taylor-Reihen

Somit

X _ 42 X ]_ 2 ]_ 22 ]_ 2\ n
/Oe tdxz/0(1+1!(—t)+2!(—t) +...+H(—t) )dt

| B 1 ef 1 g2+l X
=t +—= - —| + = —| +...+=(-1)"-

0 1! 3 0 21 51 n!( ) 2n+10

1 —x3 1 x° 1 x2nt+l1

=X 2 (1)

bty gttt 0 g

Die Stammfunktion von e’ ist darstellbar durch eine Reihe;

langere Uberlegu ngen notwendig.
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Das Integralkriterium

Satz:
Die Reihe Z — konvergiert < a >1 <:>/ —dx konvergent.
n=1 ne 1 X
Beweis:
A
lim Inx a=1
>~ 1
/ dx—Ilm/d A—00 Ly
1 A—r00 . Xfochl
)\Il—>moo —otl @ # 1
lim [InA—In1] a=1 00 a=1
)\I—>moo[m( 1] a# N
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