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7. Komplexe Zahlen
@ Definition einer komplexen Zahl
@ Die Gauss'sche Zahlenebene
@ Weitere Grundbegriffe
@ Betrag einer komplexen Zahl
@ Darstellungformen einer komplexen Zahl
@ Die vier Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen
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@ Division
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Definition einer komplexen Zahl
Wir gehen bei unseren Betrachtungen von der einfachen quadratischen
Gleichung aus:
X4+1=0ex"=-1

In R gibt es keine Losung, aber wir erhalten zwei formale Losungen:

X1,2 = :t\/ -1

Definition

Der formale Wurzelausdruck y/—1 heisst imaginare Einheit und wird durch
das Symbol j gekennzeichnet:

J=o/=

Das Quadrat der imaginaren Einheit j ist die reelle Zahl —1:
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Definition einer komplexen Zahl
Anmerkungen:

@ In der Mathematik wird die imaginare Einheit meist durch das Symbol i
gekennzeichnet.

@ Die Losungen der Gleichung x*> +1 = 0 sind dann x = %j. Sie kénnen als
Produkte aus der reellen Zahl 41 oder —1 und der imaginaren Einheit j
aufgefasst werden:

xx=1-j=jundxo=—-1-j=—j
@ Auf ahnliche “Zahlen” stossen wir beim formalen Losen der Gleichung

x*4+9=0
= x=4y"9=4,9-(-1)=+V9 - /—1=43j

Definition

Unter einer imaginaren Zahl bj versteht man das formale Produkt aus der
reellen Zahl b # 0 und der imaginaren Einheit j.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Definition einer komplexen Zahl
Bei quadratischen Gleichungen treten haufig auch formale Losungen in Form

einer algebraischen Summe aus einer reellen Zahl und einer imaginaren Zahl
auf. So besitzt beispielweise die Gleichung

x2—4x—|—13=0

die formalen Losungen

4482 —4.1-13 V=36

V36v-1
2

24 =243).

X2 =

Definition

Unter einer komplexen Zahl z versteht man die formale Summe aus einer
reellen Zahl x und einer imaginaren Zahl jy:

z=x+]y
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Definition einer komplexen Zahl

@ Komplexe Zahl bedeutet soviel wie zusammengesetzte Zahl, namlich aus
einer reellen und einer imaginaren Zahl zusammengesetzt.

@ Die Darstellungsform z = x + jiy ist die Normalform einer komplexen
Zahl. Sie wird auch als algebraische oder kartesische Form bezeichnet.

@ Die reellen Bestandteile x und y der komplexen Zahl z = x + jy werden
als Realteil und Imaginarteil von z bezeichnet. Symbolische Schreibweise:

Realteil von z: Re(z

) =x
Imaginarteil von z:  Im(z) =y

@ Die Menge
C={z|z=x+jy mitx,y € R}

heisst Menge der komplexen Zahlen.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Die Gauss'sche Zahlenebene

Geometrische Darstellung einer komplexen Zahl in der Gauss'schen Zahlenebene

Eine komplexe Zahl z = x + jy lasst sich in der Gauss’'schen Zahlenebene durch
den Bildpunkt P(z) = (x;y) oder durch den Zeiger z = x + jy geometrisch
darstellen. Die Bildpunkte der reellen Zahlen liegen dabei auf der reellen Achse,
die Bildpunkte der imaginaren Zahlen auf der imaginaren Achse.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Weitere Grundbegriffe
Gleichheit zweier komplexer Zahlen

Definition

Zwei komplexe Zahlen z; = x1 + jy1 und z = x» + jy» heissen gleich (schreibe
Z1 — 22), falls

x1=xxund y1 = y»

gilt, d.h. falls z1 und z> den gleichen Realteil sowie den gleichen Imaginarteil
besitzen.

Konjugiert komplexe Zahl

Definition

Die komplexe Zahl
' =x—jy

heisst die zu z = x + jy konjugiert komplexe Zahl.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Weitere Grundbegriffe

Anmerkungen:

@ Fiir zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen z; und z gilt

*
Z1 = 2o

@ Es ist stets (z7)* = z.

und

*
zZy = 22.

@ Eine komplexe Zahl z mit der Eigenschaft z* = z ist reell, also z € R.

Beispiele:
zZ1 = 7 + 3_]
Zp = —4 — 5j
Z3 = —9j
Zy = 8

Py

2z =7-3j
zy =—4+5j
zz=9j

z =8
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Betrag einer komplexen Zahl

Definition

Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z = x + jy versteht man die Linge

des zugehorigen Zeigers:

|lz| = Vx* + y2

Beispiele:
Z1 = 3 — 4j
Zy = 3_]
z3=—-2-8j
Zy = 10

ol

a=VF =5
2| = /02 +32 =3
|zs| = /22 4 82 ~ 8.25
|2a] = V102 + 02 = 10
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Darstellungformen einer komplexen Zahl
@ Algebraische or kartesische Form
z=x+jy
@ Trigonometrische Form

Eine komplexe Zahl z = x 4 jy konnen wir auch durch Polarkoordinaten
r >0 und ¢ € [0,27) festlegen: Mithilfe der Transformationsgleichungen

x = r-cos(¢)
y r - sin(¢)

lasst sich die komplexe Zahl z in der kartesischen Darstellung in die
sogenannte trigonometrische Darstellung

z = x+Jjy
r-cos(¢)+j-r-sin(¢)
= r-(cos(¢) +j-sin(¢))

tberfiihren.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Darstellungform einer komplexen Zahl
@ Bezeichnungen fiir r und ¢ in der komplexen Analysis:

r: Betrag von z
¢: Argument, Winkel, oder Phase von z

@ Die zu z = r - (cos(¢) + j - sin(§)) konjugiert komplexe Zahl z* lautet
daher in der trigonometrischen Darstellungsform
7" = r-(cos(¢) —j-sin(¢))
= r-(cos(=¢) +J-sin(—¢))
= r-(cos(2m — ¢) +j - sin(2w — ¢))

Hier gibt es eine geometrische Interpretation!

Beispiele:
zz = 2(cos(30°) + jsin(30°))
z = 5(cos(m) + jsin(w))
zz = 4(cos(45°) + jsin(45°))
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Darstellungform einer komplexen Zahl
@ Unter Verwendung der von Euler stammenden Formel

e = cos(¢) +j - sin(9)

erhalt man aus der trigonometrischen Darstellung z = r(cos(¢) + j sin(¢))
die als Exponentialform bezeichnete (knappe) Darstellungsform

z=r €%
@ Beispiele:
Z1 = 3 . ej450
z = 82 .57
z3 = 2, 7- e’%”
2 = 1,4.%"
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Zusammenfassung der verschiedenen Darstellungsformen

Darstellungsformen einer komplexen Zahl

@ Algebraische oder kartesische Form

z=x++jy
x € R: Realteil von z
y € R: Imaginarteil von z

@ Trigonometrische Form

z =

r-(cos(¢) +Jjsin(¢))

r > 0: Betrag von z
¢ € [0,27): Argument (Winkel) von z

Mathematik |



Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Zusammenfassung der verschiedenen Darstellungsformen

Darstellungsformen einer komplexen Zahl

@ Exponentialform

z = roexp(jo)

r > 0: Betrag von z
¢ € [0,27): Argument (Winkel) von z

Im(z)

z = rexplis) = r(cos(@) +jsin(6)) = x + iy
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Umrechnungen zwischen den Darstellungsformen

Umrechnung einer komplexen Zahl: Polarform —Kartesische Form

Eine in der Polarform z = r(cos(¢) + j - sin(¢)) oder z = r - exp(jp) vorliegende
komplexe Zahl lasst sich mit Hilfe der Transformationsgleichungen:

X = r.Cos(¢) Yy = r-sin(¢)

in die kartesische Form z = x + j - y uberfiihren.

Beispiele:
21 = 2(cos(30°) +j - sin(30°)) = 2(? +j- %):\/g—kj
z, = 5(cos(m) +j -sin(w)) = 5(-1+4,-0)=-5
z3=3exp(j-37/4) = 3(—?+j~?)=%@+j'¥
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Umrechnung einer komplexen Zahl: Kartesische Form — Polarform

Umrechnung einer komplexen Zahl: Kartesische Form — Polarform

Eine in der kartesischen Form z = x + j - y vorliegende komplexe Zahl I3sst sich
mit Hilfe der Transformationsgleichungen:

r=lzd=Vx+y?, tan(¢) =2

X

und unter Beriicksichtung des Quadraten, in dem der zugehorige Bildpunkt
liegt, in die trigonometrische Form z = r(cos(¢) + j - sin(¢)) bzw. in die
Exponentialform z = r - exp(j¢) uberfiihren.
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Umrechnung einer komplexen Zahl: Kartesische Form — Polarform

Eine erste Transformation

@ Fiir x > 0, y > 0 verwenden wir: ¢ = arctan(%)

@ Fiir x >0, y < 0 verwenden wir: ¢ = arctan(%) + 2w
@ Fiir x < 0, verwenden wir: ¢ = arctan(¥) 47
@ Fiir x =0, verwenden wir:

e p=m/2firy>0
e ¢ =3m/2firy <0
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Kartesische Form — Polarform: Beispiel

Beispiel

z= 1 + \/§j
N
=x>0 =y>0

Sr=lzl=x2+y?=1/12+ \/§)2=\/Z=2

o

=¢= arctan(;) = arctan(V/3) = - =

Wl

Also|z=2- (cos(g) +jsin(§)) =2.¢
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Kartesische Form — Polarform: Beispiel

Beispiel Fiir
z1 = 3+ 4_j
V) = *8 — 6 _j
finden wir:
rn = vV 32 + 42 = 5
o1 = arctan(g) =0.927
rn = (-8)2+(-6)2 =10
¢ = arctan(:—g) + 7 =0,644 + 7 = 3.785
und somit

Z1 = n (COS((Z)l) +jsin(gz$1)) = I’1€j¢1
rn (COS(¢2) +jsin(qz$2)) = r2€j¢2.

21/62 Mathematik |

Z2



Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Umrechnung einer komplexen Zahl: Kartesische Form — Polarform

Eine andere mogliche Umrechnungsformel

@ Fiir y > 0, verwenden wir: ¢ = arc cos(%)

@ Fiir y <0, verwenden wir: ¢ = 2m — arc cos(%)

@ Anmerkung: r = \/x? + y?
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

7. Komplexe Zahlen
@ Definition einer komplexen Zahl
@ Die Gauss'sche Zahlenebene
@ Weitere Grundbegriffe
@ Betrag einer komplexen Zahl
@ Darstellungformen einer komplexen Zahl
@ Die vier Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen
@ Vorbetrachtungen
@ Addition und Subtraktion
@ Multiplikation
@ Division
@ Potenzieren und Wurzelziehen
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Die vier Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen: Vorbetrachtungen

Auf der Zahlenmenge C lassen sich - wie bei den reellen Zahlen - vier
Rechenoperationen, die sog. Grundrechenarten erklaren. Es sind dies

Addition (+)
Subtraktion (-) als Umkehrung der Addition
Multiplikation (-)

Division (:) als Umkehrung der Multiplikation

Da R C C, miissen die vier Grundrechenarten so definiert werden, dass die
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen im Reellen mit den bereits bestehenden
Rechenregeln fiir reelle Zahlen (libereinstimmen (sog. Permanenzprinzip).
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Definition von Addition und Subtraktion

Die Rechenoperationen Addition und Subtraktion sind in der kartesischen
Darstellungsform wie folgt definiert:

Definition

Summe z1 + z und Differenz z; — zo zweier komplexer Zahlen z1 = x1 +j - 1
und z = x» + j - y» werden nach den folgenden Vorschriften gebildet:

z2t+2z2=0+x)+j (yi+y)
z—2=a—x)+j (11— )

Beispiele
z; = 4—5-j
z = 2+411-j
n+z = (4+2)+(-5+11)-j=6+6-j
n—2z = (4-2)+(-5-11)-j=2-16-j
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Definition der Multiplikation

Definition

Unter dem Produkt z; - zo zweier komplexer Zahlen z; = x; 4+ j - y1 und
Zo = x2 + J - y» wird die komplexe Zahl

2120 = (xixe — yiy2) +J - (ayz + xen)

verstanden.
Beispiele
Z1 = 2—4 _j
Z2 = —3+5 _/
22 = (2-4-j)-(-3+5-))

= @23 (-4 5) ) (2:5+(-4) (-3))
= (—6+20)+,-(10+12)
14422
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Multiplikation: Anmerkungen

@ Formal erhalten wir das gleiche Ergebnis, wenn wir das Produkt
a-n=0+j-n) (et+j )
wie im Reellen gliedweise ausmultiplizieren und dabei die Beziehung
f=-1
beachten:
a2z = (atj-n) OGeti-y)
= xwe+j- (ay2) +jlen) + % (ny2)
(axe — y1y2) +J - (a2 + xey1)
@ Beispiel
z1 = 2—4-j, z=-3+4+5-j
(2-4)) (-3+5.))
—64+10-j+12-j— 207
= 14+422.j
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Multiplikation: Anmerkungen

@ Wir berechnen die ersten Potenzen von j:
2_ 4

J

.3 .
J =

.4
J

J-k+4n :jk .j4n :jk . (J-4)n :jk . (l)n :J-k fiir alle k c N

@ Wir berechnen das Produkt aus z und z* und erhalten:

z-2" = (x+j-y)(x—Jj-y)
o 2 . . 2 2
= X —jxy+jxy—j -y
= P4y
Efs
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Division, Umkehrung der Multiplikation

Wir beschaftigen uns nun mit der Umkehrung der Multiplikation, der Division.
Dazu betrachten wir die Gleichung

Z+ -2y = 271

mit vorgegebenen Zahlen z1 = x1 + j - y1 und z2 = x2 + j - y» (22 # 0). Die
Unbekannte ist z = x +j - y.
Die Gleichung umgeformt ergibt

zZ = —.
Z2

Wir wollen nun die Losung z = x + j - y berechnen.

z-z2 = (x+j-y) (etj-y)
= xe—yy+j- (2 +yx)
und
zi = x1+j'n
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Division, Umkehrung der Multiplikation

Diese Gleichung kann jedoch nur bestehen, wenn beide Seiten sowohl in ihrem
Realteil als auch in ihrem Imaginarteil tibereinstimmen:

XX — y_yg = X1

Xy2 + yx2 = y1

Dieses lineare Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
(ndmlich x und y) besitzt genau eine Lésung, wenn die Determinante D von
null verschieden ist:

D =x:+y? #0 also, wenn z, # 0

Dann finden wir die Losung:

X1X2 + y1y2
X = 2 P
X3 + 3

y = en—xpy
X5+ 3
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Definition der Division

Definition
Unter dem Quotient z1/z> zweier komplexer Zahlen z; = x; + j - y1 und
2o = x2 + J - y» wird die komplexe Zahl

Z1 _ X1X2 + y1y2 oy X2y1 — X1)2
2 X5+ Y5 X5+ Y3
verstanden.
Anmerkung:
z nz
2 2225
2z
|z
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Division: Beispiele

Beispiel:

Mit zz =4 —8-j und z2 =3 4+ 4 - j # 0 berechnen wir den
Quotienten z1/z:

z _ 4-8-j (4-8-))3-4-))
z  3+4-j (34+4-)(3-4-))

_ (4-8-)3-4-))

32442

12-16-j—24-j+32/°

- 25

 —20-40-j

- 25

 —4-8.j

5
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Division: Beispiele

Beispiel:

Mit zz =14 -+v/3 und z2 = 1 + j # 0 berechnen wir den

Quotienten z1/z:
a _ 1+V3 _ (143 -))
2 1+ T+ -J)

(1++v3)(1-))

12 + (+1)2
1—j+ V3 =3/
2

(1+V3)+ (=14 v3)j
2

_ <1+2\6) N (flzﬁ)j
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Division: Beispiele

Beispiel:

Bestimmen Sie alle Zahlen m € R, sodass
—14+m _/
V3+j

@ Schritt 1: Wir betrachten den Ausdruck als Division der komplexen
Zahlen zz = -1+ m-jund z = \/§+j und rechnen aus

a2 _ —l+mj_ (1+m)(V3—)) _ —V3+j+m V3j—mP

eR (z=a+beRe b=0)

z V34 (V3+)(vV3-)) (V3)2 -2
C(=V3+m+(1+mV3)j —V3+m  1+mV3,
- 4 = ‘vt
@ Schritt 2:

ER@Im(ﬂ) -0
Z> p)

éeR@1+m\/§

—0el+mfB3=0sm=— :_ﬁ
) 4 3

Sl
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in trigonometrischer und exponentieller Darstellung

Multiplikation und Division sind in der trigonometrischen bzw. exponentiellen
Schreibweise besonders einfach durchfiihrbar.
Mit

z1 = n(cos(¢1) + j - sin(¢1))
und

2z = r(cos(p2) + j - sin(¢2))
erhalten wir :

z1-2z0 = nnfcos(¢r)cos(pz) — sin(p1)sin(p2)
J(cos(¢1)sin(¢2) + sin(¢1) cos(¢2))]

+
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in trigonometrischer und exponentieller Darstellung

Unter Verwendung der Additionstheoreme

cos(p1 + ¢2) = cos(¢p1) cos(¢2) — sin(¢1) sin(¢2)
sin(¢1 + ¢2) sin(¢1) cos(¢2) + sin(¢2) cos(¢1)

folgt hieraus weiter

z1-z2 = nn(cos(dr+ ¢2) +j - sin(¢1 + ¢2))

oder - in der kiirzeren Exponentialform - :

22 = nn(exp(- (41 +¢2))
Eine analoge Rechnung liefert fiir den Quotienten zweier komplexer Zahlen:
sl

= = E(cos(czh — ¢2) +jsin(¢1 — $2))
2 r2
= %exp(j . (¢1 - ¢2))

2
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in trigonometrischer und exponentieller Darstellung

Definition
Bei der Multiplikation und Division zweier komplexer Zahlen erweist sich die
trigonometrische bzw. exponentielle Darstellungsweise als besonders vorteilhaft.

Mit
z1 = n(cos(¢1)+j-sin(¢1)) = rnexp(j - ¢1)
2 = n(cos(¢2)+j-sin(¢2)) = nnexp(j - ¢2)

gilt dann fiir die Multiplikation und die Division:

z1-z2 = nn(cos(¢r + ¢2) +j-sin(d1 + ¢2)) = nraexp(j - (¢1 + ¢2))
2 = lcos(dr— o) +jsin(61 — 2)) = 7 exp(j - (61— 62))
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in trigonometrischer und exponentieller Darstellung

Beispiel:

z1 = 1+\/§j:2 (cos (g) + jsin (%))

z=-1+j (2. Quadrant)

@ 1. Schritt: Polardarstellung:

rn = ‘22| =4/ (—1)2 +12 = \6
37

1
= t, _ _
¢ arcanil—i—w 2

= zn=V2 (cos <?%T) + jsin (%Tﬂ))
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in trigonometrischer und exponentieller Darstellung

@ 2. Schritt: Multiplikation:

w=ava (e (5 ) v (5 57))
=22 (e (55) wion (35)

V4

=
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Geometrische Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Geometrische Deutung

Die Multiplikation einer komplexen Zahl z; = r exp(j¢1) mit der komplexen
Zahl z = rexp(j¢) bedeutet geometrisch eine Drehstreckung des Zeigers z; .
Dabei wird der Zeiger z1 nacheinander den folgenden geometrischen
Operationen unterworfen:

@ Streckung um das r-fache
@ Drehung um den Winkel ¢ im positiven Drehsinn (fiir ¢ > 0)

Das Ergebnis ist das geometrische Bild des Produktes z - z
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Geometrische Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen

zlzy =r riexp(j i (¢ + ¢1))

21 = ry exp(jo1)

|lz| =r
/-

Re(z)

0

Figure: Die Multiplikation einer komplexen Zahl z; = r; exp(j$1) mit der
komplexen Zahl z = rexp(j¢)
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Geometrische Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Anmerkungen

@ Da die Multiplikation eine kommutative Rechenoperation ist
(zi -z =z- z1), kann man bei der geometrischen Konstruktion des
Produktes z; - z auch vom Zeiger z ausgehen.

@ Die Division zweier komplexer Zahlen lasst sich auf die Multiplikation
zuriickfiihren. So bedeutet der Quotient z/z das Produkt aus z; und
dem Kehrwert von z:

Z1 1
= = .=
z z
i 1
_ b1y .
= (ne™) Pz

= (") (1)
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen

Geometrische Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Beispiele

Mit zy =2 &%, 2, =3. €%, z; = 4. &M gilt

2z = (2- 3)ej(300+800) = Gej1100
z 2 j@0°o—80°) _ 2 _—jso° _ 2 j(360°—50°) _ 2 j310°
a4 L =L _ 2 =Z¢
2 3 3¢ 3 3
3 A 400 —30%) _ 5 j110°
Z1 2
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Grundgesetze fiir komplexe Zahlen (Zusammenfassung)

Eigenschaften der Menge der komplexen Zahlen

@ Summe z1 + 2, Differenz zy — z>, Multiplikation zi - z,, Division zi/z>
zweier komplexer Zahlen z; und z, ergeben wiederum eine komplexe Zahl.
Ausnahme: Die Division durch die Zahl 0 ist nicht erlaubt.

@ Addition und Multiplikation sind kommutative Rechenoperationen. Fiir
beliebige Zahlen z, z, € C gilt stets:

z1+z2 = 22+z1
21270 = 2Zz1

} Kommutativgesetze
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Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Grundgesetze fiir komplexe Zahlen (Zusammenfassung)

Eigenschaften der Menge der komplexen Zahlen

@ Addition und Multiplikation sind assoziative Rechenoperationen. Fiir
beliebige Zahlen z;, 2z, z3 € C gilt stets:

a+(n+zn) = (a+z)+z

Zloz) = ()= }Assoz:atlvgesetze

@ Addition und Multiplikation sind uber das Distributivgesetz miteinander
verbunden:

z1(z2 + z3) = z120 + z1z3 Distributivgesetz
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7. Komplexe Zahlen
@ Definition einer komplexen Zahl
@ Die Gauss'sche Zahlenebene
@ Weitere Grundbegriffe
@ Betrag einer komplexen Zahl
@ Darstellungformen einer komplexen Zahl
@ Die vier Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen

@ Potenzieren und Wurzelziehen
@ Potenzieren
@ Wurzelziehen
@ Die n-te Wurzel aus a
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Potenzieren einer komplexen Zahl

Eine in der Polarform vorliegende komplexe Zahl z wird nach der Formel von
Moivre potenziert (n € IN):

@ In exponentieller Schreibweise:
Z" = [r~ej¢]n =r". "
@ In trigonometrischer Schreibweise:
2" = [r- (cos(¢) +jsin(¢))]" = r" - (cos(ng) + jsin(n¢))
Regel: Eine komplexe Zahl z = r - (cos(¢) + jsin(¢)) = r - &? wird in die n-te

Potenz erhoben, indem man ihren Betrag r in die n-te Potenz erhebt und ihr
Argument (Winkel) ¢ mit dem Exponenten n multipliziert.

4 Mathematik |



Kapitel 7: Komplexe Zahlen
Potenzieren: Beispiele

Beispiel

Wir erheben die komplexe Zahl z = 2 (cos (%) +J - sin (%)) in die

s R (@)
2 (ws(5) v (5))

23 (cos(m) + j - sin())
8(—1+,-0)
= -3

N
Il
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Potenzieren: Beispiele
Beispiel:

z=-14j = 2 =7

Mit Polardarstellung:

z=2 <cos (%) + jsin <%T7T>)

‘ ! 3™ L isin (4. 3"
z = (\@) (cos<4 m ) + jsin (4 m ))

=4 (cos(37) +jsin(37))

=4 (cosm + jsinm))
—4(-1)=-4
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Potenzieren: Beispiele

Beispiel:

Zunachst bringen wir z auf die Polarform:

Rez = —V/3
Imz = -1
2
r=Va@ b =/(-V3) +12=vi=2
-1 1 7
¢:arctan(_\/§)+7r:67r+7r:g
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Potenzieren: Beispiele

Fortsetzung

£ =2° (cos (6~ %) + jsin (6~ %))
= 64 - (cos(7m) + jsin(77))
=64 (cosm + jsinm)
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Potenzieren: Beispiele

Beispiel:

z=12-25 = 2=

Zunachst bringen wir z auf die Polarform:

tan(9) = —23 =

Daher ist

r=+/1.22+4+252=27731
—2.0833 = ¢ = arctan(—2.0833) + 27 = 5.160

z=12-25j=27731&°%®

und nach der Formel von Moivre folgt weiter:

6
z =

(2.7731&°1%0)°
2.77318.¢/0°5-160
454.77(cos(30.96) + j - sin(30.96))

408.32 — 200.23]
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Potenzieren: Beispiel

Fir r =1 besitzt die Formel von Moivre die spezielle Form
(cos(¢) +J - sin(¢))" = cos(n@) + j - sin(ng)
Aus dieser wichtigen Beziehung lassen sich z.B. Formelausdriicke fiir cos(n¢)

und sin(n¢g) herleiten.
(cos(¢) +Jj - sin(¢))? = cos(2¢) + j - sin(2¢)

cos(¢)® — sin(¢)* +j - (2 cos(¢) sin(¢)) = cos(2¢) +j - sin(2¢)
Durch Vergleich der Real- bzw Imaginarteile auf beiden Seiten erhalten wir die

folgenden trigonometrischen Formeln:
cos(2¢) = cos(¢)? —sin(¢)® = 2cos(¢)’ — 1

sin(2¢)) = 2COS((J5) sin(d))
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Aus der Algebra ist bekannt, dass eine algebraische Gleichung n-ten Grades
vom Typ

n n—1
anx" + ap—1x +..+aix+a =0

hochstens n reelle Losungen, auch Wurzeln genannt, besitzt. Werden jedoch
auch komplexe Losungen zugelassen, so gibt es genau n Losungen.

Fundamentalsatz der Algebra

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades
anx "+ an x4 . tax+ta=0

besitzt in der Menge C der komplexen Zahlen stets genau n Losungen.
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Wourzelziehen: Anmerkungen

@ Die linke Seite der algebraischen Gleichung ist ein Polynom vom Grade n
mit im Allgemeinen komplexen Koeffizienten ag, ..., a,.
Es lasst sich auch im komplexen Zahlenbereich wie folgt in Linearfaktoren
zerlegen:

anz" 4 an 12" .t aiz4 a0 = an(z — 21)(z — 2)..(z — z)
21,22, ..., Zn sind dabei die n Polynomnullstellen, d.h. die n Lésungen der
algrebraischen Gleichung.

@ Bei ausschliesslich reellen Koeffizienten a; (i = 0,1, ..., n) treten komplexe
Losungen immer paarweise auf, namlich als Paare zueinander konjugiert
komplexer Zahlen. Mit z; ist daher stets auch z eine Losung der
Gleichung.
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Beispiel:

Die algebraische Gleichung 3. Grades
22— +4z-4=0

besitzt nach dem Fundamentalstatz genau drei Losungen. Durch Probieren
finden wir eine Losung bei z; = 1.

22— 44z —4=(z-1)( +4)

Die Nullstellen des I.reduzierten Polynoms z° + 4 liefern die beiden iibrigen
Losungen:

2 H4=0= 23 =42

Die obige algebraische Gleichung 3. Grades besitzt somit eine reelle Lésung
und zwei zueinander konjugiert komplexe Losungen:

P44z 4=0=>z7=1,2=2j,53=-2
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Fortsetzung:

Das Polynom
22— taz—4a
ist daher auch in der Produktform
22— 44z —4=(z—-1)(z-2))(z+2))

darstellbar (Zerlegung in Linearfaktoren).
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Losungen der speziellen algebraischen Gleichung z" = a

@ Eine komplexe Zahl z heisst eine n-te Wurzel aus a wenn sie der
algebraischen Gleichung z" = a geniigt (a € C).

@ Die Gleichung

n

Z"=a=a €° (a0 > 0;n e N)
besitzt im Komplexen genau n verschiedene Lésungen (Wurzeln)

2 = r(cos(¢x) +J - sin(dx)) = r - &% mit
o+ k-2m

a und ¢k:7 k=0,1,..,n—1.

n

r =

Die zugehorigen Bildpunkte liegen in der Gauss'schen Zahlenebene auf
dem Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius r = /a0 und bilden die
Ecken eines regelmassigen n-Ecks.
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Die n-te Wurzel aus a: Beispiel

Beispiel:

Die Gleichung z® = 1 hat genau sechs verschiedene Lésungen, deren
Bildpunkte in der Gaussschen Zahlenebene an den Ecken eines regelmassigen
Sechsecks liegen.

Sie lauten (ap =1, a =0):

zk:cos(k-%r)—&—j-sin(k-%r) mit k=0,1,2,3,4,5
Also
z = 1
z = 0,5+ ?j:z?
z = -0,5+ ?1274
zz = —1
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Die n-te Wurzel aus a: Beispiel

Beispiel:
Finden Sie alle Lésungen der Gleichung z3 =1 — 1/3j.

Zuerst brauchen wir die Polardarstellung von w =1 — \/§J

r=lwl =12+ (V3 = VA =2

¢ = arctan 3+27r:7

%+27T:—

=2 e (15;) +isn (7))

Die Gleichung z® = w hat genau 3 Lésungen

5T 4 2k 57 4 2k
zk:\3f2<cos3—;ﬂ-+jsin3—;ﬂ- k=0,1,2
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Die n-te Wurzel aus a: Beispiel

Fortsetzung:

5T 10 5T 40
k=0 zo—\3/§(cos3;_ —|—jsin33+>

= %(cos% + jsin %)

3

—\f<cos—+ i 1;)

422 T4 2.2
zz_e@(cosszujsiﬁzﬂ)

177 177r
= ‘[<C°ST +jsin = )

Ui} Ui}
k=1 zl—\s/ﬁ(cos3+7r+jsin3:7r
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Die n-te Wurzel aus a: Beispiel

Beispiel:
Finden Sie alle komplexen Zahlen z mit der Eigenschaft z° = /3 + j.

Losung:
Betrachte w = v/3 4+, (Re(w) = v/3,Im(w) = 1)
Schreibe w zuerst in Polarform.

r=lwl=/(V3r 1= Va=2

¢ = arctan 1T
V3 6
w = (cosE +Jsin E)
- 6 %%
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Die n-te Wurzel aus a: Beispiel

Fortsetzung:

Z 42k T +2k
zkzxeﬁ(cosg—i—jsin%) k=0,1,2,...,5

zo:\[(cos——&—Jsm?%)

7 = f(cos +Jsm s -;27r> = %(cos% Hsi 1;;)

oy \[(cos —|—jSIﬂ y) = %(cos% + jsin 2§gr>
23—\[(cos +jSi” &) :%<COS3376+ - 33?(:)
z4 = f(cos—-i—] i 439(;T>

25:\[(cos—+ 63167T)
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Ende von Kapitel 7
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