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Die Wellengleichung auf R

Die Lésung u(x, t) des inhomogenen Anfangswertproblems

u(x,0) = f(x)
ur(x,0) = g(x)

erhalt man durch Superposition einer Lésung u;y von

{ Uy — CPuxxy = F(x. 1), xeR,t>0

u(x,s) =0, x eR

Uy — CPuxy = F(x,1), x€R, t>0
ui(x,8) =0, xeR

und einer Losung u» von

u(x,0) = f(x)

{ Ut — CPUyy =0, xXeR,t>0
ui(x,0) = g(x)



Die Methode von Duhamel

Die Lésung uy des Problems

u(x,s) =0, x eR

Uy — CPuxxy = F(x. 1), xeR,t>0
ui(x,s) =0, xeR

ist gegeben durch

1 t Xx+c(t—s)
u1(x,t):20/0 / F(y,s)dy | ds, xeR t>0.
X

—c(t—s)



Die Formel von d’Alembert

Dle Lésung us von

Ut — CPUyy =0, XxXeR,t>0
u(x,0) = f(x)
UI(X,O) = g(X)

ist gegeben durch

Xx+ct
(f(x +ct) + f(x —ct)) + 26 /X g(s)ds.

—ct

Uo(x,t) =

N —



Superposition

Die Lésung u(x, t) des inhomogenen Anfangswertproblems

u(x,0) = f(x)

{ Uy — CPuyy = F(x,1), x€R, t>0
ui(x,0) = g(x)

ist

u(x,t) = uq(x, )+ us(x, t)
1 Xx+ct
= é(f(x +ct) + f(x — ct)) + o /X g(s)ds

—ct

1 -t Xx+c(t—s)
+ 5= / F(y,s)dy | ds.
2c, 0 \Jx—c(t—s)



Die Laplace-Gleichung

Mit der Laplace-Gleichung betrachten wir ein Beispiel zeitunabhangiger Probleme. Diese
Gleichung wird auch Potentialgleichung genannt. Beispiele fir Anwendungen sind

» das elektrostatische Potential,

» das Gravitationspotential,

> ...

Allgemein spielt diese Gleichung eine wichtige Rolle in der Theorie konservativer Felder.



Die Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung verbindet das elektrostatische Potential u(x) und die
Ladungsdichte p(x).

2 92 0P

Au= —4rp, wobei A = +
" ox2  0x2 * OX2

Das elektrische Feld ist E = — grad u. Da A = divgrad, ist diese Gleichung das
GauB3sche Gesetz

divE =47p.
In einem Gebiet, wo es keine Ladung gibt, erflllt das Potential u die Laplace-Gleichung

Au=0.



Das Dirichlet-Problem

Das Dirichlet-Problem ist ein Randwertproblem fur die Laplace-Gleichung
auf einem beschrankten Gebiet D ¢ R" (n = 1,2, 3) mit glattem Rand 0D

Au=0, xeD
u(x) =1f(x), xeaD.

Wir 16sen dies fir
» die Halbebene,
» die Kreisscheibe und
» auf einem Rechteck.



Die Laplace-Gleichung in der Halbebene

Auf der oberen Halbebene
{(x,y) eR?|y >0}
betrachten wir das Problem

Uxx + Uy =0, xXeR,y>0
u(x,0)=f(x), xeR.

Es soll u(x, y) beschrénkt sein fir y — oc.



Die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe

Auf der Kreisscheibe
Ba((0,0)) == {(x,y) e R® | x*+ y* < a}
mit a > 0 l6sen wir das Dirichlet-Problem

U+ Uy =0, x2+y®<a
u(x,0)=f(x), x>+y?>=a.



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck

Wir betrachten das Rechteck vom Typ
R =10, a] x [0, b]
und I6sen das Dirichlet-Problem fir die Laplace-Gleichung auf R

UXX + Uyy - O, |n (0, a) X (O, b)
u(x,0) =f(x), aufoR.

Wir nehmen zuerst an, dass f auf allen bis auf einer Kante verschwindet.
Den allgemeinen Fall erhalt man durch Superposition der Lésungen.



