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Das Dirichlet-Problem

Das Dirichlet-Problem ist ein Randwertproblem fir die Laplace-Gleichung
auf einem beschrankten Gebiet D c R” (n = 1,2, 3) mit glattem Rand 9D

Au=0, xeD
u(x) =1f(x), xeaD.

Wir 16sen dies fir
» die Halbebene,
» die Kreisscheibe und
» auf einem Rechteck.



Die Laplace-Gleichung in der Halbebene

Auf der oberen Halbebene
{(x,y)eR? |y >0}
betrachten wir das Problem

Uxx + Uy =0, xXeR,y>0
u(x,0)=f(x), xeR.

Es soll u(x, y) beschrénkt sein fir y — oc.



Die Laplace-Gleichung in der Halbebene

Wir betrachten die Fourier-Transformierte bezlglich x mit y als Parameter und erhalten
aus Au = 0 die Gleichung

deren flr y — oo beschrankte Losung ist
(g y) = (e e

Die Lésung unseres Problems ist die Riicktransformierte

u(x,y) = i /R&)-e"fy e de = F e Ve« f
27T w_/ R
—o° Produkt Faltung
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Die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe

Auf der Kreisscheibe
Ba((0,0)) := {(x,y) € R? | x* + y* < &}
mit a > 0 l6sen wir das Dirichlet-Problem

Uxx + Uy =0, X2+ y2 < &P
ulx,y) =f(x,y), xXP4+y*=2a.



Die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe: Polarkoordinaten
Wir fihren Polarkoordinaten ein:

x =rcos(f), r=+/x2+y2

y =rsin(d), 6 =arctan(%).
Mit

v(r,0) := u(rcos(d), rsin(6))
und

f(0) = f(acos(#), asin(9))
wird unser Problem

Ve +1v+ 5wy =0, O0<r<a 0<f<2r
v(a,0) = f(0), 0<6<2r.

EsistA = 25 + 12+ 892 der Laplace-Operator in Polarkoordinaten.



Die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe: Separation

Der Produktansatz
v(r,0) = R(r)o()

mit R € C?((0,a)) N C([0, a]) und © € C?(R), 2r-periodisch wird in die PDE eingesetzt.
Dann ergibt sich durch Trennung der Variablen

I’ZR”—I—I’R/ =%
— R & “

Fir jedes n > 0 finden wir die Basislésungen
Va(r,8) = r"(ancos(nb) + by sin(ng))

und erfullen die Randbedingung durch Superposition der vj,.



Die Laplace-Gleichung auf einer Kreisscheibe: Poisson-Kern

Das Resultat ist )
_ 1 (o' r _ /
v(r,0)_27T/f(6)P<a,9 0) do'.

0

wobei fir alle q, t:

O E——
@ ~ 1 —-2qgcos(t) + g2

der Poisson-Kern ist.



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck

Wir betrachten das Rechteck vom Typ
R =10, a] x [0, b]
und I6sen das Dirichlet-Problem fir die Laplace-Gleichung auf R

UXX -+ Uyy - 0, |n (O, a) X (O, b)
u(x,y)=f(x,y), aufdR.

Wir nehmen zuerst an, dass f auf allen bis auf einer Kante verschwindet.
Den allgemeinen Fall erhalt man durch Superposition der Lésungen.



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck
Es sei f = 0 auf den Kanten {0} x [0, b], {a} x [0, b] und [0, a] x {b}.
Es ist f # 0 auf der Kante [0, ga] x {0} und f(0,0) = f(a,0) = 0.

u(x,b)=0

u(0,y)=0 u(a,y)=0

u(x,0)=1f(x)#£0

Die allgemeine Lésung erhalt man durch Superposition der Lésungen fir die einzelnen
Kanten.



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck: Kante 1
Separation der Variablen: Der Produktansatz

u(x,y) = Ux)V(y)

in die Differentialgleichung eingesetzt liefert
U'(x)—AU(x)=0
V'(y) +AV(y) =0

Mit den Randbedingungen erhélt man Lésungen der Form

u(x Z Cn sm(zx) smh( (y — b))
Mit u(x, 0) = f(x) erhalten wir

-2 . /nm
Ch = W/f(x)sm((gx) dx .

0



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck: Kante 2

Es ist f # 0 auf der Kante [0, a] x {b} und f(0, b) = f(a, b) = 0.

U(Ov.y) =0

u(x,b) =1f(x)#0

u(a,y):O

u(x,y) = i Cn Sin(n—;rx> sinh(ngy) mit ¢, =

n=1

u(x,0)=0

a
2 . /nm
asinh(ZZb) /f(X) sin(( ) .
0



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck: Kante 3
Es ist f # 0 auf der Kante {0} x [0, b] und f(0,0) = f(0, b) = 0.
u(x,b) =

u,y)=1(y)#0 u(a,y)=0

u(x,0)=0

b
ch&nh( )) sm(ngy) mit ¢, = bsin;(z’gra)o/f(y) sin(%y) dy



Die Laplace-Gleichung auf einem Rechteck: Kante 4
Es ist f # 0 auf der Kante {a} x [0, b] und f(a,0) = f(a, b) = 0.

u(x,b) =

u(0,y)=0 u(a,y)="f(y)#0

u(x,0)=0

- b
X,¥) :Zc,,sinh(%rx) sin(n%y) mit ¢, = bsmh bsinh(2) /f sm
n=1 0



