Mathematik IlI
Die Methode von Duhamel

Cornelia Busch

D-CHAB

20. Dezember 2018



Die Methode von Duhamel

Warum ist die Lé6sung u des Problems

u(x,s)=0, xeR

Ug — CPuxxy = F(x.1), xeR, t>0
ui(x,s) =0, xeR

gegeben durch

1 t x+c(t—s)
U(X’t)ZZC/O / F(y,s)dy | ds, xeR,t>0
X

—c(t—5)



d’Alembert ...

Wir wissen, dass die Lésung von

w(x,0) =0, xeR

Wi — CPWyx =0, Xx€eR, t>0
wi(x,0) = F(x,s), x€R

nach der Formel von d’Alembert durch

1 x+ct
wix) = 55 | Fe.)de

gegeben ist.



... zeitverschoben

Dann ist

1 X+c(t—s)
V(X 1) = w(x,t =) = o /X oy FlESEE= U ES)

fir t > s > 0 eine Lésung von

v(x,s) =0, xeR

Vit — CPVyy = 0, XeER, t>s
vi(x,8) = F(x,s), xeR

Wir setzen
U(x,t;s) .= w(x,t—s).



Integration Uber s

Eine Lésung des Problems

u(x,s) =0, x eR

Up — CPuyy = F(x,1), X€R, t>0
ui(x,s) =0, xeR

ist gegeben durch

t
u(x,t)::/U(x,t;s)ds, xXeR, t>0.
0



Beweis

Es ist | preet=s)
U(x,t;s) ::/ F(y,s)dy.
2c x—c(t—s)

Ist F(x, t) zweimal stetig differenzierbar, so ist auch (x, t, s) — U(x, t, s) zweimal stetig
differenzierbar. Man findet

t t
(X, 1) = U(x, £ 1) + / Ui(x, t: s) ds = / Ui(x. t: s) ds
0 0
t
und ug(x,t) = Ui(x, t; s)s_t+/ Ui(x,t;s)ds
0

t
= F(x, t)+/ czuxx(x, t,s)ds
0

= F(x,t) + CCux(x, ).



Wegen
0
u(x,0) :/ U(x,0;5) ds = 0
0

und 0
ui(x,0) = / Ui(x,0;s8)ds =0
0

sind auch die Anfangsbedingungen erfUllt.



Ableitung des Integrals

Far g(t fo (t, s) ds mit stetig differenzierbarem f gilt

(/t+hf(t+hsds /ftsd)

'
~o0h
( o f(t+ h, s)ds+/tf(Hh’S)_f(t’s)ds)
tt)+

0 h
/()

g(t)=




