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Was haben wir in der Vorlesung behandelt?

» Einfihrung in PDEs

» Beispiele von Differentialgleichungen
» Eindeutigkeit von Losungen: Die Rand- und Anfangsbedingungen

» Periodische Funktionen: Die Fourier-Reihe
» Allgemeine Lésung: Separation der Variablen
» Erflllen der Randbedingungen: Superposition von Lésungen
» Erfillen der Anfangsbedingungen: die Fourier-Reihe

» Nicht-periodische Funktionen: Die Fourier-Transformation
» Erstelle Gleichung flr die Fourier-Transformierte der Unbekannten
» Lose die Gleichung fiir u
» Fourier-Ricktransformation liefert die Lésung u.



Was kommt noch?

» Stationéare Probleme: Die Laplace-Gleichung
» Die Laplace-Transformation



EinfGhrung in PDEs : Klassifikation

v

Ordnung der Differentialgleichung

linear / nicht linear

v

v

homogen / inhomogen

v

Klassifikation linearer homogener PDEs zweiter Ordnung
hyperbolisch  uy — cPuy =0 Wellengleichung
parabolisch  uy — cPuy =0 Warmeleitungsgleichung

Uxx + Uy, =0  Laplace-Gleichung



EinfGhrung in PDEs : Eindeutigkeit der Losung

Die Eindeutigkeit der L6sung der PDE erhalt man durch die Vorgabe zusétzlicher
Bedingungen.

IC  Anfangsbedingungen Zustand zur Zeit t,

BC Randbedingungen Zustand am Rand des Gebiets



EinfGhrung in PDEs : Anfangsbedingungen

Der Zustand zu einer gegebenen Zeit 1y ist bekannt.

Wérmeleitungsgleichung:  u(x, fy) = f(x)

Wellengleichung: u(x, ty) = f(x),
Ul‘(X> tO) = g(X)

Hier sind die Funktionen f(x) und g(x) gegeben.



EinfGhrung in PDEs : Randbedingungen

Es sei D das Gebiet, in dem die PDE gilt.

Die Funktion ist auf dem Rand 9D des Gebiets bekannt.

Dirichlet Bedingungen u ist auf dem Rand spezifiziert
Neumann Bedingungen die normale Ableitung % ist spezifiziert.
Robin Bedingungen % + au ist spezifiziert. Es ist « eine gegebene Funktion.
In eindimensionalen Problemen ist D ein Intervall 0 < x < L
und der Rand ist x = 0 und x = L.
u(0,t) = g(t) und u(L, t) = h(t)
9u(0,t) = g(t) und 94(L, t) = h(t)



Eindimensionale Probleme |

Warmeleitungsgleichung Temperaturverteilung in einem Stab
» Anféngliche Temperaturverteilung bekannt.
» Temperatur an den Enden bekannt

Wellengleichung Schwingungen einer Saite
» anfangliche Auslenkung der Saite bekannt
» anfangliche Geschwindigkeit bekannt
» Position der Enden gegeben.



Eindimensionale Probleme Il

Unterscheide: Stab / Saite
endliche Lange L u(x, t) auf dem Intervall der Lange L studiert
» periodische Fortsetzung auf ganz R
» Theorie der Fourier-Reihen

u(x, t) auf ganz R studiert
» auf ganz R definierte
» Theorie der



Wellengleichung: uy — Uy = 0

PDE

BC

endliche Saite

Uy — CPUuyy =0, x €[0,L],t>0

ux.0) =1x) ¢ 0] SR
u(x,0)=g(x) ’
{U(O’t)zo far alle t
u(L,t)y=0

Fourier-Reihe
von f(x) und g(x)

Ut — C%Uyy =0, X €R, t>0

{”(X’O) =10 tg.ROR

ur(x,0) = g(x)

Fourier-Transformierte
von f(x) und g(x)



Warmeleitungsgleichung: u; — c?uy, = 0

endlicher Stab

PDE u—C?uxx =0, x€[0,L],t>0 Ut — CUuyy =0, xeR, >0
IC u(x,0)=f(x), f:[0,L] - R u(x,0)="f(x), f:R—-R
BC u(0, ) = o for alle t
ulL,t)= U,
Fourier-Reihe Fourier-Transformierte

von f(x) von f(x)



Probleme auf [0, L]

Separation der Variablen
» Schritt 1: Produktansatz fir die L6sung der PDE

u(x,t) = X(x) T(t)
~» ODE flr X(x) und T(t).

» Schritt 2: Lése die ODEs, so dass das Produkt XT die Randbedingungen BC erfllt.
Dies sind die Basislésungen.

» Schritt 3: Erfllle die Anfangsbedingungen IC durch Superposition der
Basisl6sungen. Theorie der Fourier-Reihen.



Probleme auf R

» Schritt 1: Leite ein Anfangswertproblem fiir die Fourier-Transformierte u von u
bezlglich x her. ~ ODE fiir u

» Schritt 2: L6se das Anfangswertproblem flr u.

» Schritt 3: Bestimme die inverse Fourier-Transformierte u von U



Zukunft: Stationare Probleme

» Die Laplace-Gleichung (oder Potentialgleichung) ist zeitunabhangig.



