Zusammenfassung
Grundlagen der Mathematik I (Analysis A und B)

Laura Keller

Die Kapitel 1 - 9 gehoren zu Analysis A, die Abschnitte ab Kapitel 10 zu Analysis B.
Entsprechend beziehen sich die Hinweise auf Aufgaben entweder auf Serien aus dem ersten
oder aus dem zweiten Semester.
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1 Logik, Mengen und Zahlen

1.1

Repetitionsfragen

Was ist eine (mathematische) Aussage?

Welche Verkniipfungen von Aussagen kennen Sie? Beschreiben Sie diese in Worten und
in Formeln!

Kann man Verkniipfungen von Aussagen darstellen? Falls ja, wie?

Welche Quantoren kennen Sie?
— Serie 1, Aufgabe 2

Was ist eine Menge und wie kann man eine solche beschreiben?

Welches sind die grundlegenden Operationen, die mit Mengen ausgefiithrt werden kénnen?
Welche gebréuchlichen Zahlmengen haben wir gesehen?

Was ist ein Intervall? Geben Sie Beispiele an?

Welche Kenngrossen fiir Teilmengen der reellen Zahlen kennen Sie?



1.2 Tatsachen und Regeln
Satz 1.1. Es gelten die folgenden Regeln

—(Vz A(z)) & Jz -A(x)

—(3z A(z)) & Vo -A(x)

sowte



1.3 Ein paar kleine, interessante Erginzungen (nicht im Unterricht bespro-
chen und nicht priifungsrelevant)

Als kleine Ergénzung zur Vorlesung folgen hier noch zwei interessante Fakten:

Satz 1.2. Mazximum und Minimum, respektive Infimum und Supremum sind eindeutig be-
stimmte Grossen.

Sowie:

Satz 1.3. Es gelten die folgenden Tatsachen

o Jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge M C R besitzt ein eindeutiges Infimum
1.

Und dieses kann wie folgt charakterisiert werden

VeeM: z>I)ANNMe>03zeM: z<I+e¢)

e Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt ein eindeutiges Supremum
S.

Und dieses kann wie folgt charakterisiert werden

VeeM: x<S)ANNMe>0FxeM: z>85—¢)



2 Komplexe Zahlen

2.1

Repetitionsfragen

Was ist die komplexe/imaginéire Einheit?

Was sind komplexe Zahlen?

Was ist der Realteil, respektive der Imaginérteil?

Welche Schreibweisen fiir komplexe Zahlen kennen Sie?
Wie konnen komplexe Zahlen graphisch dargestellt werden?

Welche Rechenregeln kennen Sie fiir die komplexen Zahlen?
— Serie 2, Aufgabe 3

Wie ist der Betrag einer komplexem Zahl bestimmt und was bedeutet er geometrisch?
Was ist die Eulersche Formel?
Wie rechnet man von der Polarform in die Normalform um und umgekehrt?

Welche Regeln gelten, wenn man mit komplexen Zahlen in Polarform rechnet und wie
kann man sich das geometrisch veranschaulichen?

Gibt es eine bestimmte Formel, mit deren Hilfe einfach Wurzeln aus komplexen Zahlen
berechnet werden kénnen?

Was besagt der Fundamentalsatz der Algebra?
Was gilt fiir ein Polynom mit lauter reellen Koeflizienten in Bezug auf seine Nullstellen?

Kennen Sie ein Verfahren, das bei der Bestimmung von Nullstellen von Polynomen
niitzlich sein kann?

— Serie 3, Aufgabe 3



2.2 Tatsachen und Regeln

Fiir den Betrag von komplexen Zahlen gelten die folgenden Regeln
i) |z +w| < |z| 4 |w| (Dreiecksungleichung)

i) |2-w| = |z][w]

Fiir die komplex konjugierte Zahl gelten die folgenden Regeln

z+Z=2Re(z) und z—7%=2ilm(z)

iv)z-w=z-w, zweC
v) zJw=Z%/w, zweC
vi) z =%, falls z € R
vil) Z = —%, falls z rein imaginir

Aus der Eulerschen Formel
e = cos(t) +isin(t), teR
folgt

ezt + efzt ezt _ efzt

cos(t) = — und sin(t) = teR

Fiir die Exponentialfunktion gilt

i) e*TW = ¢?

e z,welC
ii) e* = ¥t = e%(cos(b) + isin(b))

iii) e**2™ = 7 allgemeiner gilt e*T*?™ = e* Vk € 7

Zur Umrechnung zwischen Normal- und Polarform sind die folgenden Regeln zu beachten

Polar- in Normalform Normal- in Polarform
z = re'¥ z=x+1y
2 =x+ iy 2 =re'¥?
x = rcos(p) r=lz| = 2?2+ y?
y = rsin(yp) ¢ = arctan(¥) falls 2 > 0
¢ = arctan(¥) +  falls < 0 und y > 0
¢ = arctan(¥) —  falls 2 < 0 und y < 0

7



Achtung: Bei der Umrechnung von Normal- in Polarform ist der Fall x = y = 0 ausgeschlossen.
Falls x = 0 und y # 0, verwenden wir die Konvention

/2, y >0
—7m/2, y <0

ot~

Zur Berechnung von Potenzen in Polarform benutzt man die Regeln
i) 2120 = P11 . poeiP2 = py - pyeilv1te2)
;s — ip1 ip2 1 i(p1—p2)
i) 2z1/29 = r1€"t [roe e

n

iii) 2" = rie™®

Waurzeln aus komplexen Zahlen, d.h. die L§ungen der Gleichung 2" = re® sind gegeben durch

2 = ri/meile/nth2n/n) e — 0 p—1, neN

Die Losungen einer quadratischen Gleichung az? 4 bz + ¢ = 0 mit a, b, ¢ € C sind bestimmt

durch die Formel
—b+ Vb? — dac
z12 =
’ 2a

Theorem 2.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom
n
p(2) = anz" + an_12""' -+ a1z +ag = Zakzk, a, € C
k=0

kann in n Linearfaktoren faktorisiert werden, d.h. geschrieben werden als

p(z) =an(z —21)(z— 22) ... (2 — 2n—1)(2 — 2n).
Die Zahlen z, sind also gerade die Nullstellen von p(z) (mit Vielfachheit).
Zudem gilt

Satz 2.2. Die nicht-reellen Nullstellen eines Polynoms mit lauter reellen Koeffizienten treten
in komplex konjugierten Paaren auf.



3 Folgen
3.1 Repetitionsfragen
e Was ist eine Folge? Wie kann eine solche Folge beschrieben werden?

e Wann nennen wir eine Folge konvergent, und was ist der Grenzwert einer Folge?
— Serie 4, Aufgaben 1 und 2

Kennen Sie besondere Folgen und deren Kovergenzverhalten?

e Wann nennt man eine Folge beschrankt?

Welche Monotonie-Begriffe kennen Sie?

Kennen Sie ein Anwendungsbeipiel fiir Folgen?



3.2 Tatsachen und Regeln

Zur Berechnung von Grenzwerten von Folgen gelten die folgenden Rechenregeln:
Wir nehmen an, es gelte lim;,,_,o, a, = K, lim,_,o b, = L und C sei eine beliebige feste Zahl.
Dann gilt:

i) limy,o0(an +b,) = K+ L
i) limy,o0(an —by) = K — L
i) lim,—oo(an - by) = K- L

Betrachten wir ganz spezielle Folgen haben wir die folgenden Tatsachen:

i) Die Folge a, = 2" konvergiert fiir z mit |z| < 1 gegen null und divergiert fiir z mit
|z| > 1.

ii) Die Folge a,, = n™P konvergiert fiir p > 0 gegen null und divergiert fiir p < 0.

Fin Werkzeug zum Studium von Folgen liefert das Sandwich-Theorem

Theorem 3.1 (Sandwich-Theorem). Es seien zwei konvergente Folgen mit gleichem Grenzwert
gegeben

lim a, =L wund lim ¢, =1L
n—oo n—oo

sowie eine dritte Folge (b,) mit der Figenschaft, dass fiir eine No € N gilt
anp < b, < e, Vn > Ny
dann gilt auch

lim b, =L

n—oo

Gelten fiir eine betrachtet Folge einige Zusatzeigenschaften, kann das folgende Ergebnis hilf-
reich sein, wenn es darum geht, iiber Konvergenz oder Divergenz einer Folge zu entscheiden:

Satz 3.2. Jede monotone und beschrinkte Folge konvergiert.

Zum Schluss hier noch einige gebriauchliche Grenzwerte.

logn __
— =0

o limy, ;0
o lim, . n!/"=1

o lim, o, z'/" = 1, x>0

n
lim,, o0 (1 + %) =e*Vr

. ™ _
hmn_wo ot 0
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4 Reihen

4.1 Repetitionsfragen

e Was ist eine Reihe?

Welche speziellen Reihen kennen Sie? Gibt es dafiir jeweils spezielle Rechenregeln?
— Serie 5, Aufgabe 3

Erkldren Sie, was wir unter Konvergenz einer Reihe verstehen!

Was sind Potenzreihen? Welche Bedeutung haben die darin vorkommenden Grossen?

e Was wissen Sie iiber die Konvergenz einer Potenzreihe?

Was ist der Konvergenzradius, respektive das Konvergenzintervall?

11



4.2 Tatsachen und Regeln

Falls eine Reihe Y °  a, konvergiert, muss zwingend gelten (notwendige Bedingung)

lim a, = 0.
n—oo

Um die Frage nach der Konvergenz einer Reihe zu beantworten, stehen uns verschiedene Kri-
terien zur Verfiigung:
— Serie 5, Aufgaben 1 und 2

Das Quotientenkriterium fiir Reihen besagt Folgendes:
Die Reihe Y ° ; a, konvergiert, falls ein ¢ < 1 exisitiert, so dass gilt

an+1
an

lim
n—oo

’§q<1

Fin weitere Hilfsmittel, um Reihen auf Konvergenz zu untersuchen ist das Vergleichskrite-
rium:

Wir betrachten Reihen > > an, > o g by und >_°7 ¢, mit nicht-negativen Gliedern, und fiir
eine natiirliche Zahl N € N gelte

Dann gilt
e Falls > > a, konvergiert, konvergiert auch »_ ° b, (Majorantenkriterium).

e Falls >">° ¢, divergiert, divergiert auch » > ; b, (Minorantenkriterium).

Uns schliesslich das Wurzelkriterium:
Die Reihe Y7 a, konvergiert, falls ein p < 1 exisitiert, so dass gilt

: 1/n
o)

<p<l

Fiir beliebige Reihen gelten die folgenden Rechenregeln:
i)

Z(an+bn)zzan+zbn
n=0 n=0 n=0

ii)
ZC"an :C'Zan
n=0 n=0

12



Ganz speziell gelten fiir geometrische Reihen:

e Falls ¢ # 0 und ¢ # 1, so gilt

Spn=a1+ - -+a,=a+aqg+---+a¢" " =a

e Falls |g| < 1, gilt

[e.e]

1
s = g ap, = a
n=1

1—g¢q

Den Konvergenzradius einer Potenzreihe kann man mit Hilfe des Quotientenkriteriums fiir
Potenzreihen berechnen:

13



5 Funktionen

5.1

Repetitionsfragen

Was verstehen wir unter einer Funktion?

Erkldaren Sie die Begriffe Zielbereich, Wertebereich, Definitionsbereich, unabhéngige und
abhéngige Variabel!

Was ist ein konvexer, respektive ein konkaver Graph? Wie kann das Kriimmungsverhalten
einfach bestimmt werden?

Geben Sie jeweils ein Beispiel einer injektiven, einer surjektiven und einer bijektiven
Funktion.
— Serie 6, Aufgaben 3 und 4

Wie unterscheiden sich strenge Monotonie und Monotonie?
Wann nennen wir eine Funktion gerade, wann ungerade?

Erkliaren Sie in einfachen Worten, was das Konzept eines Grenzwerts ist! Wie kann dieses
Konzept in Formsprache gefasst werden?

Welche unterschiedlichen Grenzwertbegriffe kennen Sie?

Was macht eine stetige Funktion aus? Wie konnen wir dies formal beschreiben?
Geben Sie Beispiele von stetigen und nicht stetigen Funktionen an!
— Serie 7, Aufgaben 1 und 2

Was wissen Sie alles iiber elementare Funktionen (lineare Funktionen, Exponentialfunk-
tionen, Polynome, trigonometrische Funktionen etc.)?

14



5.2 Tatsachen und Regeln

Fiir streng monotone Funktionen gilt die folgende Gesetzméssigkeit.
Satz 5.1. Es gilt: Jede streng monotone Funktion ist injektiv.

Fiir Grenzwertiiberlegungen haben wir folgende Resultate und Rechenregeln gesehen.

Wir nehmen an, es gelte lim,_,. f(z) = K, lim,_,. g(x) = L und A sei eine beliebige feste Zahl.
Dann gilt:

) (
) (
i) lim, e (f(x) - g(2) = K - L
) (A-f(z))=A-K
v) Falls L # 0, haben wir limy_o(f(2)/g(z)) = K/L

— Serie 6, Aufgabe 5

Satz 5.2. Der Grenzwert lim,_,. f(x) existiert genau dann, wenn die beiden einseitigen Grenz-
werte limy, . f(x) und limy\ . f(x) existieren und gleich sind.

Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen:

Wir gehen von zwei stetigen Funktionen f,g: 1 C R — R aus. Dann gilt:

i) f 4+ g ist stetig

ii) f — g ist stetig

)
)
iii) c¢- f, respektive c- g, ist fiir jede beliebige Konstante ¢ € R stetig
)
)
)

iv) f-g ist stetig

f

v) ist stetig, sofern g # 0

vi) Ausserdem ist die Verkniipfung stetiger Funktionen wiederum stetig.
Genauer: Es seien f : I C R — image(f) und g : image(f) — image(g) zwei stetige
Funktionen.

Dann ist die Verkniipfung
9(f(x)) =go f(z)
ebenfalls stetig und es gilt

lim ¢g(f(z)) = g(lim(f(x))

Tr—C Tr—c

15



vii) Fiir eine stetige Funktion f gilt

33, Flam) = (55, 0n)

Fines der wichtigsten und auch anwendungsrelevanten Resultate fiir stetige Funktionen ist der
folgende Satz

Satz 5.3 (Zwischenwertsatz). Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und ¢ eine Zahl
zwischen f(a) und f(b).

Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(z) = c.

Respektive:

Es sei f: I C R — R eine stetige Funktion, und es seinen a,b € I mit f(a) <0 und f(b) > 0.
Dann hat f mindestens eine Nullstelle zwischen a und b.

Insbesondere im Hinblick auf Optimierungsprobleme, bei welches es darum geht, einen besten
Wert einer Grosse zu bestimmen, ist das folgende Resultat hilfreich.

Satz 5.4. Essei f: I C R — R eine stetige Funktion und I sei abgeschlossen und beschrinkt.
Dann nimmt f sein Mazimum und Minimum auf I an,
d.h. es gibt ein Tpin € I und ein Tpmee € I mit der Figenschaft

Veel : f(xmm> < f(x> < f(xma:v>-

Und zum Schluss noch ein Resultat zur Umkehrfunktion

Satz 5.5 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Es sei f : I — J eine stetige und bijektive Funk-
tion. Dann ist auch die Umkehrfunktion f~1:J — I stetig.

16



6 Differentialrechnung
6.1 Repetitionsfragen
e Was ist die Ableitung, respektive die Ableitungsfunktion, einer Funktion?
e Wie hingen die Begriffe Steigungsdreieck, Sekante, Tangente und Ableitung zusammen?
e Was fiir eine Beziehung besteht zwischen der mittleren und der momentanen Anderungsrate?
e Diskutieren Sie die Bedeutung der Ableitung! (geometrisch, praktisch, ...)
e Was ist Differenzierbarkeit?

e Was sind kritische Punkte? Wie findet man solche und was fiir eine Bedeutung haben
sie?

e Was ist die zweite Ableitung? Was sind, allgemeiner, Ableitung hoherer Ordnung?
e Was sind Wendepunkte? Wie findet man solche und was fiir eine Bedeutung haben sie?
e Was sind lokale Extrema und welche Typen gibt es? Wie findet man solche?

e Was sind globale Extrema und welche Typen gibt es? Wie findet man solche? Macht
es einen Unterschied, ob wir globale Extrema auf einem offenen oder angeschlossenen
Intervall suchen? Falls ja, welchen?

e Was ist ein Optimierungsproblem? Wie kann ein solches geldst werden?
e Was ist die Tangentenapproximation?

e Was sind Differentiale und wo werden sie gebraucht?
— Serie 9, Aufgabe 4

e Was sind Taylorpolynome? Wie sind sie definiert? Kennen Sie eine weitere Schreibweise,
die Tangentenapproximation anzugeben?

e Was ist die Taylorreihe einer Funktion f mit Entwicklungspunkt a?

e Welche ”praktischen” Anwendungen der Differentialrechnung kennen Sie?
— Serie 9, Aufgabe 3

17



6.2 Tatsachen und Regeln

Wir beginnen mit einer kleinen Zusammenstellung der wichtigsten Ableitungsregeln

Diese Liste konnen Sie beliebig ergédnzen.
o flx)=mz+q= f(z)=m

o f(@)=aa? = [@)=a-p-a??

f(z) =a" = f'(x) =In(a)-a”,a >0

In'(z) = %

sin’(z) = cos(z)

cos’(x) = —sin(x)

tan’(z) = —4— = 1 + tan®(z)

cos?(x)
sinh’(z) = cosh(x)

cosh’(x) = sinh(x)

arcsin’(z) = 11—952
arccos’(r) = \/1__17
arctan’(z) = H%

(¢ f)(z)=c-f'(z),ceR

(f +1)(x) = f'(z) + h'(x)
(f =h)(z) = f'(z) — W(z)

Produktregel (f - g)'(z) = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(x)

! ’ /
Quotientenregel <§> (z) =1 (2)-9(2) = f(2)-¢'(x)

Kettenregel (f(g))'(z) = (fog)'(z) = f'(g9(z)) - ¢'(x)

Ableitung der Umkehrfunktion (f~1)(x) = W

— Serie 7, Aufgabe 5

Satz 6.1. Es gelten die beiden folgenden Tatsachen

i) Falls eine Funktion f an der Stelle a nicht stetig ist, kann dort keine Ableitung existieren.

i1) Besitzt die Funktion f an der Stelle a eine Ableitung, ist f dort insbesondere stetig.

18



Satz 6.2 (Regel von Bernoulli-’'Hospital). Falls entweder
lim, . f(z) = 00 und lim,_,, g(x) = £oo oder lim,_,, f(z) = 0 und lim,_,, g(x) = 0, gilt

lim /() = lim f'(z)

a—a g(x) T 25 g'(x)

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

— Serie 8, Aufgabe 1

Satz 6.3 (Mittelwertsatz). Wir betrachten eine Funktion [a,b] > © — y = f(z), welche die
Eigenschaften hat, dass

i) f ist stetig auf [a, D]
it) f ist auf (a,b) differenzierbar

Dann gibt es mindestens ein z € (a,b), so dass gilt

— Serie 8, Aufgabe 2

Fiir eine Kurvendiskussion sind die folgenden Tatsachen niitzlich
e Ist f/ > 0 auf einem Intervall, so ist die Funktion dort wachsend.
e Ist f/ < 0 auf einem Intervall, so ist die Funktion dort fallend.
e Ist f/ = 0 auf einem Intervall, so ist die Funktion dort konstant.

e Ist f/ = 0 an einem isolierten Punkt, so kann die Funktion dort ein Maximum oder
Minimum haben.

e Die kritischen Punkte, zusammen mit den Punkten, an welchen die Ableitung nicht
definiert ist (z.B. Sprungstellen), unterteilen den Definitionsbereich in Intervalle, auf
denen die Funktion entweder nur steigend oder nur fallend ist.

e Zwischen f und f’ gelten die folgenden Beziehungen:

— Falls f” auf einem Intervall zunehmend ist, so ist f dort konvex.

— Falls f’ auf einem Intervall abnehmend ist, so ist f dort konkav.
e Zwischen f und f” gelten die folgenden Beziehungen:

— Falls der Graph der Funktion f auf einem Intervall konvex ist (linksgekriimmt), so
gilt dort f” > 0.

— Falls der Graph der Funktion f auf einem Intervall konkav ist (rechtsgekriimmt),
so gilt dort f” < 0.

e Mogliche Kandidaten fiir Wendepunkte findet man iiber die Bedingung f” = 0.

e Wechselt f” an der Stelle z das Vorzeichen, liegt an der Stelle z ein Wendepunkt vor.

19



e An einem Wendepunkt von f hat die Ableitung f’ ein lokales Maximum oder Minimum.
e Test fiir lokales Minimum/Maximum via erste Ableitung:

— Falls f’ an der Stelle x vom Positiven ins Negative wechselt, hat f an dieser Stelle
ein lokales Maximum.

— Falls f’ an der Stelle x vom Negativen ins Positive wechselt, hat f an dieser Stelle
ein lokales Minimum.

e Test fiir lokales Minimum/Maximum via zweite Ableitung:

— Falls f”(x) < 0, hat f an dieser Stelle ein lokales Maximum.
— Falls f”(x) > 0, hat f an dieser Stelle ein lokales Minimum.

— Falls f”(z) = 0, sagt dieses Kriterium nichts aus.

— Serie 8, Aufgabe 3

Theorem 6.4 (Satz von Taylor). Wir nehmen an, dass die betrachtete Funktion f auf dem
offenen Intervall I (mit xy € I) Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzt. Dann gilt fir jedes
beliebige Argument © € 1

f@) = Fo)+ £ o) —z0) + -+ O o) (o — w0)”"

* (n 41— 1)!f("+1)(c)(aj B %)nﬂ
— f(k) (950);! (z — $o)k + C j_ 1)!f(n+1)(c)(x _ xo)nJrl

k=0
= P,(z)+ Ru(x)

fir ein ¢ zwischen xg und x.

Hier ein paar wichtige Taylorreihen

e Fiir alle z € R gilt: sin(z) = zfzo(—l)”mxznﬂ =z — gzd+ Lt — ...

e Fiir alle z € R gilt: cos(z) = Zfzo(—l)”(mll)!:v?” =1- 2%+ fizt — ...

Fir allez € Rgilt: e* =Y 0% (Lo =1+ 2+ $2? + J23 + ...

n!

Fir -1 <z <1lgilt:ln(l+2)=Y72(-1)""1a" =0 — 22+ 123 — J2t + ..

n=1 n

Fir —1<z<lgit: = =YY" a"=1+z+a”+2%+a7+. ..

n=0

Fir —1 <z <1gilt: (14+z)? =37 ( z )x” =14+pzr+ %124—. .. (Binomialreihe)

20



Fiir das Rechnen mit Potenzreihen, insbesondere mit Taylorreihen, sind die folgenden
Regeln wichtig

e Multiplikation von Reihen
Wir betrachten zwei Potenzreihen

f(.l‘) = Eanx” i g(l’) = anxn’
n=0 n=0

wobei x im Konvergenzintervall beider Reihen ist.

Dann gilt o
F(@) - g@) = 3" (D arbu-s)a™

n=0 k=0

e Termweises Ableiten
Wir beginnen mit der Darstellung einer Funktion durch eine Potenzreihe,

f(x) = Z anxna
n=0

dabei ist wiederum = im Konvergenzintervall I.
Dann ist f differenzierbar, und es gilt

f(z) = inanxn_l.
n=1

o Termweises Integrieren
Wir beginnen mit der Darstellung einer Funktion durch eine Potenzreihe,

flx) = Z anz",
n=0

dabei ist wiederum = im Konvergenzintervall I.
Dann ist f auf dem Intervall [a,b] C I integrierbar, und es gilt

/bf(x)dx = i/banx"dx.
a ——
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7 Differentialgleichungen Teil 1

7.1

Repetitionsfragen

Was ist eine Differentialgleichung?
Erldutern Sie die Begriffe ”abhéngige Variable” und ”unabhéngige Variable”.

welche drei Eigenschaften haben wir verwendet, um Differentialgleichungen zu charakte-
risieren? Was bedeuten diese Eigenschaften?

Was sind in einer Differentialgleichung die Koeffizienten? Welcher Spezialfall ist beson-
ders wichtig?

Was verstehen wir unter der Stérfunktion?
Was ist ein Randwertproblem?
Nennen Sie ein Beispiel eines Anfangswertproblems!

Kennen Sie Beispiele von Differentialgleichungen aus anderen Vorlesungen?
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7.2 Tatsachen und Regeln

Differentialgleichungen werden sehr héufig zur Beschreibung eines technischen oder naturwis-
senschaftlichen Vorgangs eingesetzt.
Hier einige wichtige Beispiele von Differentialgleichungen:

e Newtonsches Auskiihlungsgesetz (— siehe Einleitung der Vorlesung)
H'(t) = —k(H(t) — Hy)
Welche Bedeutung hat die Konstante Hy?

e Exponentielles Wachstum (k > 0) respektive exponentieller Zerfall (k < 0)
fi(@) = kf(x)
e Logistisches Wachstum (— vergleiche auch Dokument auf Moodle)

)

Erlautern Sie die Bedeutung der Konstanten k& und L!

Eine spezielle Klasse von Differentialgleichungen, welche wir exakt 16sen kénnen, sind die
linearen, homogenen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Eine solche ldsst sich in der folgenden Form schreiben

an™(2) + a1 D (@) -+ ar(x) + agu(z) = 0 1

Zum Losen einer solchen Differentialgleichung betrachtet man zuerst das dazugehorige cha-
rakteristische Polynom, respektive die charakteristische Gleichung

P(\) = ap A"+ an A N a A+ ag

respektive
AN 4+ A N A +ag =0

und bestimmt dessen Nullstellen, respektive deren Losungen.
Mit Hilfe dieser Informationen lassen sich die insgesamt n folgenden Loésungen ablesen:

e Fiir jede reelle Nullstelle, respektive Losung, A\s mit Vielfachheit mg erhilt man die mg
Losungen
et pesT L gl
e Fiir jedes Paar zweier zueinander komplex konjugierter Nullstellen, respektive
Losungen, a, + ib, mit Vielfachheit m, erhélt man die 2m, Losungen

e’ * cos(byx), e sin(byx), xe®* cos(byz), xe® sin(byx), ...

2™ Lem cos(b,x), 2™ e sin(byx)
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Diese so erhaltenen n Losungen nennt man die Fundamentallésungen.
— Serie 10, Aufgabe 3

Zusammen mit dem Superpositionsprinzip, welches besagt, dass mit zwei Losungen u(x)
und v(x) von (1) die Linearkombination

w(z) = Au(z) + Bv(x), A,B€eR

wieder eine Losung von (1) ist, ergibt sich nun schlussendlich die allgemeine Lésung von (1)
mi—l

u(z) = i( Z C’ipxpeAix)
i=0  p=0

s mj—1
+ ( Z (Ajqz?e®” sin(bjx) + Bjgaie®® cos(bjx))
7=0 q=0
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8 Integralrechnung

8.1

Repetitionsfragen

Was ist das unbestimmte, respektive das bestimmte Integral?

Erkldren Sie die Unterschiede zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral und
illustrieren Sie Thre Antwort mit konkreten Beispielen!

Was bedeutet der Begriff ”Stammfunktion”?

Erldutern Sie die Begriffe ”Integration”, ”Integrand” und ” Integrationsgrenzen”.
Was sind Riemannsummen?

Welche graphische Bedeutung hat das bestimmte Integral?

Wie ist der Mittelwert einer Funktion auf einem Intervall definiert?

Wie lautet der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung?

Was versteht man unter einem uneigentlichen Integral?
— Serie 12, Aufgabe 5
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8.2 Tatsachen und Regeln

Fiir die unbestimmte Integration haben wir die folgenden Rechenregeln:

o [fl(z)-g(x) dv=(f g)(x)— [ f(z) ) dz (partielle Integration)
——
T
o [f'(g(x))- ) dx = f dy = f(g(z)) + C (Substitution)

o [(f(z)£g(x))de= [ f(z)dx = [g(x)dz
o [sf(z)dx =5 [ f(z)dx s eine Konstante
o [kdx =k +C

o [ahdr= Lot 4+ O, n# -1

o [eTdr=e"+C

g T C

o [sin(z)dx = —cos(z) + C

o [a®dx =

o [cos(z)dx =sin(z) + C

o [tan(z)dz = —In(| cos(z)|) + C

o [sin%(x)
)

o [cos?(z)dr =

dx = 5 (z — sin(x) cos(z)) + C

1
2
+(z + sin(z) cos(z)) + C
e [tan®(z)dz = tan(z) — z + C

o [sinh(z)dz = cosh(z) + C

e [cosh(z)dz = sinh(z) + C

o [Ldz=In(|z])+C

e [In(|z])dz = z(In(|z]) — 1) + C

o [ ﬁdm = Larctan(%) + C

o [odr=gIn(|ZE)+C

of\/Td:U—arcsm( )+ C

— Serie 11, Aufgabe 1
Diese Liste konnen Sie auch beliebig selbst erweitern.

Fiir das bestimmte Integral sind die folgenden Regeln und Abschéitzungen zu beachten:

o ff f(z)dz = — [, f(x)dz (Unkehr der Untegrationsrichtung)
° f:(f(x) +g(z))dr = fa f(z)dx + fabg(:c) dx
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o [Jef(@)de=c]} f(x)da

o (b—a) -min{f(x)|a <z <b} <[ f(z)dr < (b-a) max{f(z)a <z <b}

o f(@) < gx)Vr € la,b] = [} f(z)do < [} g(x)do

o [Vf(x)de = [°f(x)dae+ [°f(z)dz, a<c<b (Aufteilung des Integrationsbereichs)
e g gerade, dann gilt [ g(x)dz =2 [ g(x) dx

e f ungerade, dann gilt [* f(z)dz =0

o f;wg\(ﬂ de = f - g’i — f: f(z) - ¢ (x) dx (partielle Integration)
0 1

o [P1(g(2)d (@) de = [*) f'(y) dy = F(g(b)) — f(g(a)) (Substitution)

g(a)
— Serie 12, Aufgaben 1 und 2

Es gelten die folgenden Tatsachen:

Satz 8.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Falls der Integrand f(x) auf dem betrachteten
Intervall [a,b] stetig ist, gilt fiir ein c € [a,b]

b
10 =y [ Fw)ds

Satz 8.2 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung). i) Falls der Integrand f(x)
auf dem betrachteten Intervall [a,b] stetig ist, so ist die Funktion

F(x) =/ fly)dy
differenzierbar auf [a,b], also insbesondere stetig auf [a,b], und es gilt
d T
F’ = — dy = .
@ = [ 1wy =)

i1) Falls der Integrand f(x) auf dem betrachteten Intervall |a,b] stetig ist und F(x) eine
Stammfunktion von f(x) auf [a,b] ist, gilt

b

a

b
l/ﬂ@m_F@—F@_F

Bemerkung Der zweite Teil des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung kann auch
wie folgt geschrieben werden

b

b
/ f'(x)dz = f(b) — f(a) = f

a
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9 Differentialgleichungen Teil 2

9.1 Repetitionsfragen

e Welche Techniken kennen Sie zur Losung von Differentialgleichungen? Beschreiben Sie
diese jeweils mit einem Beispiel!
— Serie 13, Aufgabe 1

e Was ist eine partikulédre Losung?

e Was ist eine autonome Differentialgleichung?
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9.2 Tatsachen und Regeln

Fiir lineare, inhomogene Differentialgleichungen gilt

Satz 9.1. Ist y,(z) eine partikuldre Losung einer linearen, inhomogenen Differentialgleichung
und yp(x) die allgemeine Losung der dazugehdorigen homogenen Differentialgleichung, so ist

y(r) = yn() + yp()

die allgemeine Ldsung der linearen, inhomogenen Differentialgleichung.

Und hier folgt eine kleine Ubersicht hilfreicher Ansétze fiir die partikulire Losung.

Rechte Seite der Diff.-gl. / Storfunktion Ansatz fiir die partikuldre Losung

Polynom
s(t) =ap+art+--- + ayt" y(t):Co—i-Clt—‘r”-—i-Cntn

Spezialfall: 0 ist eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms | y(t) = (Co + Cit + - - - + Cpt™)t™

Exponentialfunktion

s(t) = Aekt y(t) = Cett
Spezialfall: k ist eine m-fache

Nullstelle des charakteristischen Polynoms y(t) = (Cektyrm
Schwingung

s(t) = Asin(wt) + B cos(wt) y(t) = C1 sin(wt) + Co cos(wt)

Spezialfall: iw ist eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms | y(t) = (Cy sin(wt) + C4 cos(wt))t™
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Die Techniken, die wir gesehen haben, werden durch das folgende theoretische Resultat ”ab-
gesichert”

Satz 9.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Satz von Picard-Lindel6f-Peano) ). i) Das An-
fangswertproblem

Y = flz,y) y(xo) = yo

besitzt fir "verniinftige” Funktionen f eine eindeutige Ldsung
r—y(z), zel
wobei I von xg und yo abhdngen kann.

i1) Das Anfangswertproblem
Yt faer @)y e fi@)y o+ fo(2)y = s(s)

y(z0) = yo,y'(x0) = vo, - - - y(n_l)(%) =20

besitzt fiir "verniinftige” Funktionen fn_1,--- f1, fo und s eine eindeutige Losung
z—ylx), zel

wobei I von xy und den gegebemen Anfangsdaten abhdingen kann.
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10 Funktionen in zwei und mehr Variablen
10.1 Repetitionsfragen
e Was ist eine Funktion von zwei oder mehr Variablen? Geben Sie Beispiele an!

e Erldutern Sie die Begriffe Definitionsbereich, Wertebereich, unabhéngige Variablen und
abhéngige Variable.
— Serie 1, Aufgabe 1

e Was ist der Graph einer Funktion in zwei Variablen?

e Was sind Niveaulinien? Illustrieren Sie Ihre Antwort mit einem Beispiel!
e Was ist das kartesische (euklidische) Koordinatensystem?

e Was sind Polarkoordinaten?

e Kennen Sie spezielle Ebenen im Raum? Wie lassen sich diese beschreiben?
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10.2 Tatsachen und Regeln

Fine wichtige Klasse von Funktionen in zwei Variablen sind die linearen Funktionen. Im
Falle von zwei Argumenten sind diese Funktionen von der Form

z=f(z,y) =Az+By+D mit A B,DeR

— Serie 1, Aufgabe 2
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11

Differentialrechnung in zwei (und mehr Variablen)

11.1 Repetitionsfragen

Was ist eine lineare Funktion in zwei Variablen? Denken Sie insbesondere an Formel und
Graph.

Erkldren Sie den Begriff des Grenzwerts (Limes) im zweidimensionalen Fall - anschaulich
mit Hilfe einer Skizze und andererseits mit Hilfe von Formeln!

Was ist eine stetige Funktion von zwei Variablen? Illustrieren Sie Ihre Antwort mit
Beispielen!

Welche Ableitungsbegriffe kennen Sie fiir eine Funktion in zwei (oder mehr) Variablen?

Wie héngen die Begriffe ”partielle Ableitung”, ”Gradient” und ”Richtungsableitung”
zusammen?

Welche Informationen gibt Ihnen der Gradient?
Was bedeuten die partielle Ableitung, respektive die Richtungsableitung geometrisch?
Was sind hohere partielle Ableitungen? Wo kommen solche vor?

Was ist die Tangentialebene, respektive die lokale Linearisierung und das totale Diffe-
rential?

Wann wird eine Funktion differenzierbar genannt?
Was sind kritische Punkte? Was geben solche kritischen Punkte an?
Was sind Sattelpunkte?

Welche Szenarien von Extremalstellen kennen Sie? Illustrieren Sie Thre Antwort mit je
einem Beispiel!

Wias ist der Unterschied zwischen lokalen und globalen Extremalstellen?

Wie gehen Sie vor, um globale Extremalstellen - allenfalls unter einer gegebenen Neben-
bedingung - zu finden?
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11.2 Tatsachen und Regeln

Zur Berechnung von Grenzwerten gelten die analogen Rechenregeln wie im eindimensio-
nalen Fall.

Wir nehmen an, es gelte im ;) (zo,40) [ (7, ¥) = K, limg ) (20.40) 9(7,y) = L und A sei eine
beliebige feste Zahl.

Dann gilt:
1) Hmy ) (wo.0) (f (7, 9) + 9(z,9)) = K + L
i) Wy, ) (20,90) (f (2 4) —9(2,y)) = K — L
1)l ) (20,50) (f (2, 9) - 9(2,y)) = K - L

v) Falls L # 0, haben wir lim, ) (s 0) (f(2,9)/9(2,y)) = K/L

Die hier festgehaltenen Regeln gelten - mit den nétigen Anpassungen - auch im Fall von mehr
Variablen.

Zur Berechnung von partiellen Ableitungen gelten die gleichen Regeln, die wir im eindi-
mensionalen Fall bereits kennengelernt haben.
— Serie 2, Aufgabe 1

Was zweite partielle Ableitungen betrifft, gilt der

Satz 11.1 (Satz von Schwarz). Falls f,, und fy, in einem Punkt (a,b) im Inneren ihres
Definitionsbereichs stetig sind, so gilt

fzy(aa b) = fym(a7 b)'

Auch fiir Funktionen in zwei Variablen gibt es eine Kettenregel. Im hoherdimensionalen Fall
gibt es nun aber zwei ” Varianten”:

i) Wir betrachten eine zusammengesetzte Funktion der Form

z= f(z,y) = f(g(t), h(1)).

Dann gilt
dz  Ozdr  Ozdy

dt " Ozdt oyt
ii) Wir betrachten eine zusammengesetzte Funktion der Form
z = f(:E,y) = f(g(uav)a h(ua U))
Dann gilt
0z 0z0x 0z0y 0z 0z0r 0z0y

und —

ou_ 0z0u  Oyou v ozov  oyov
— Serie 3, Aufgabe 1
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Die Richtungsableitung kann wie folgt berechnet werden:
Es sei f so, dass die ersten partiellen Ableitungen existieren, und @ = €, = u1€; + u2€y sei ein
Einheitsvektor.
Dann gilt
Dﬁf(av b) = gradf(av b) <€y = fx(a’ b)ul + fy(ay b)u2

— Serie 4, Aufgabe 1

Die Tangentialebene ist an der Stelle (a,b) wie folgt gegeben

2= fla,b) + fola,b)(x — a) + f,(a,b)(y — D)

— Serie 4, Aufgabe 2

Wie im eindimensionalen Fall kann eine Funktion durch ein Polynom approximiert werden.
Dies ist gerade das Resultat des Satzes von Taylor.

Satz 11.2 (Satz von Taylor). Falls die betrachtete Funktion f und alle ihre partiellen Ab-
leitungen auf einem offenen, rechteckigen Gebiet R um den Punkt (a,b) stetig sind, gilt fir

(x,y) € R
Fy) = F(@b)+ folab)e - )+ filab)y—b)
51 (T D)@ = 0)? 4 2y (0, B) & — @)y )
+ (@ 0)(y — )?)
g (e, D) — 0)° 4 Bfrey 0, B)(w — a)(y — D)

3!
3 F oy (0, )z = @)y = b2 + fy (@, D) (y = b)°)
+ R3(:Ea y)
= PS(CL‘a y) + R3($a y)
Fiir das Restglied Rs(z,y) gilt die Formel

R3(z,y) = %(fmm(a*y b*)(x — a)4 + 4fmmy(a*: b*)(x — a)g(y —b)
+6fxxyy(a*7 b*)(x — a)Q(y - b)2
—a

)
4 oy (0, 57) @ = @)y = B + Fy (0", 0) (y — b))

(5 )=-0(5)+()

mit

fir ein t € [0,1].

Die oben angegebene Form gibt im Konkreten die Approximation des 3. Grades fiir eine
Funktion in zwei Variablen an.
Allgemeiner kann der Satz von Taylor wie folgt festgehalten werden
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Satz 11.3 (Allgemeine Form des Satzes von Taylor). Es bezeichne x = (z1,%2,...,Ty) und
y = (y1,92,...,Yn). Wiederum nehmen wir an, dass die betrachtete Funktion f und alle ihre
partiellen Ableitungen auf einem offenen, rechteckigen Gebiet R uwm den Punkt x stetig sind.
Dann gilt fiiry € R

fly) = f(z)
+ V() (y—x)
1 & 9%f
4 2 pa w0, (x)(yi — i) (y; — z5)
+

mit
ry=(1—t)xr +tu
fir ein t € [0,1].

— Serie 5, Aufgabe 2

Kritische Punkte im R? kénnen mit Hilfe des untenstehenden Tests charakterisiert werden:
Es sei (a,b) ein kritischer Punkt der Funktion f.
Dann betrachten wir die Diskriminante

D<a7 b) = fx:c(% b) ’ fyy(a, b) - (f:cy(C% b))2
Dann gilt:

e Ist D(a,b) > 0 und f,5(a,b) > 0, liegt an der Stelle (a,b) ein lokales Minimum vor.

(a,b)
e Ist D(a,b) > 0 und f;.(a,b) < 0, liegt an der Stelle (a,b) ein lokales Maximum vor.
e Ist D(a,b) <0, liegt an der Stelle (a,b) ein Sattelpunkt vor.

)

e Ist D(a,b) =0, konnen keine weiteren Aussagen gemacht werden.

— Serie 6, Aufgabe 1
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Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren besagt, dass Kandidaten fiir bedingte FEx-
tremalstellen der Funktion f durch Losen des Gleichungssystems

Vf=AVg, glz,y)=c

gefunden werden kénnen, wobei g die Nebenbedingung représentiert.
— Serie 7, Aufgabe 1

Liegt eine Nebenbedingung der Form g(z,y) < ¢ vor, muss eine Fallunterscheidung gemacht
werden:

Das Innere des betrachteten Gebiets (g(z,y) < ¢) wird wie die zy-Ebene behandelt, d.h. es
werden die kritischen Punkte als Kandidaten bestimmt. Der Rand (g(z,y) = ¢) wird mit Hilfe
der Lagrnage-Multiplikatoren behandelt.

Ist der Rand beispielsweise durch mehrere Kurvenstiicke gegeben, muss die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren fiir jedes einzelne Kurvenstiick separat durchgefithrt werden.

— Serie 7, Aufgabe 5
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12 Integralrechnung in zwei (und mehr Variablen)
12.1 Repetitionsfragen
e Was ist das bestimmte Integral im zweidimensionalen Fall, und wie ist es definiert?

e Erkldren Sie die Begriffe Obersumme, Untersumme, Doppelintegral und iteriertes Inte-
gral!

e Was fiir Schreibweisen fiir Doppelintegrale kennen Sie?
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12.2 Tatsachen und Regeln
Im Falle einer Integration iiber ein Rechteck R = [a,b] X [c, d] gilt

/RfdA - /Cd(/abf(x,y)dx>dy
_ /[djébf(x,y>dxdy
::A%A?@@@Mw

Bei der Integration iiber allgemeinere Gebiete ist zu beachten, dass

e die Grenzen des dusseren Integrals nur Konstanten sein diirfen.

e die Grenzen des inneren Integrals von der Integrationsvariablen des dusseren Integrals
abhéngen diirfen.

e die Integrationsgrenzen angepasst werden miissen, wenn die Integrationsreihenfolge ver-
tauscht wird (siehe Beispiel aus der Vorlesung).
— Serie 9, Aufgabe 2

Zur Integration iiber allgemeinere Gebiete empfehle ich insbesondere auch Serie 8, Aufgabel.

Fiir die Integration in Polarkoordinaten gilt
— Serie 9, Aufgabe 3
dA =rdrdp respektive dA=rdpdr

und fiir das allfdllige Umschreiben des Integranden sind die folgenden Formeln zu berticksichtigen

xr=rcosp, y=rsing und w2 44?2 =12

Selbstverstiandlich gelten die analogen Rechenregeln zur Integration in einer Variablen
i)
| et ar=c| fay s cer
G G
ii)
[ t@ gt da= [ fey)aat [ gy s
G G G

iii)

/Gf(fvvy) dA < /Gg(fr,y) dA, falls¥(z,y) € G: f(z,y) < g(z,y)
iv)

/f:z y) dA = f(x y) dA + f(z,y) dA, falls G = G1 UGy

G2
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13 Parametrisierungen

13.1 Repetitionsfragen
e Was ist eine Parametrisierung? Geben Sie Beispiele an!
e Was ist ein Parameter?

e Wie sind im Kontext von Parametrisierungen (momentane) Geschwindigkeit, (momen-
tane) Schnelligkeit und (momentane) Beschleunigung definiert? Jia
— Serie 10, Aufgabe 1
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13.2 Tatsachen und Regeln

Falls wir eine parametrisierte Kurve p(t) = | y(t) | mit a < ¢t < b anschauen, kann die
Lange L der Kurve wie folgt berechnet werden
b
dx\? dy\ 2 dz\?2
p= [V (G) + () + ()
/a \/ a) "\ar) T\

wobei wir annehmen, dass die Bahn genau einmal von der betrachteten Parametrisierung
durchlaufen wird.

Ausserdem gilt, dass die Lange - unter der obigen Bedingung - unabhéngig ist von der gewéhlten
Parametrisierung.
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14 Vektorfelder

14.1 Repetitionsfragen

e Was versteht man unter dem Begriff Vektorfeld? Geben Sie Beispiele von Vektorfeldern
an!

e Wodurch ist ein Gradientenfeld charakterisiert?
e Was ist eine Feldlinie?

e Was ist das Richtungsfeld? Welche Informationen liefert Thnen das Richtungsfeld, re-
spektive, wo wird dieses Konzept angewandt?
— Serie 11, Aufgaben 3 und 4

e Was sind stabile und instabile Gleichgewichtslosungen?
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15

Linienintegrale

15.1 Repetitionsfragen

Was steckt hinter dem Konzept des Linienintegrals?

Was fiir Linienintegrale kennen Sie, und wie lauten die dazugehorigen rechnerischen Um-
setzungen? Denken Sie auch an verschiedene Beispiele mit entsprechenden physikalischen
Interpretationen!

— Serie 12, Aufgabe 1 und 3

Was unterscheidet eine orientierte Kurve von einer einfachen zusammenhéngenden Men-
ge von Punkten?

Erkléren Sie den Begriff " Durchlaufrichtung” anhand von Beispielen!
Wann nennt man ein Vektorfeld konservativ? Gibt es Kriterien dafiir?
Was ist ein wegunabhéngiges Linienintegral?

Erkldren Sie die Begriffe ”Potentialfeld” und ”Potentialfunktion”! Wie hingen zudem
diese Begriffe miteinander zusammen?
— Serie 13, Aufgabe 1

Wann wird ein Gebiet einfach zusammenhéngend genannt?

Was ist ein Umlaufintegral?
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15.2 Tatsachen und Regeln

Zur Berechnung von Linienintegralen von Vektorfeldern sind die folgenden Rechenregeln
zu beriicksichtigen

i) [QAF-df=X\[,F-dp
i) [(F+G) -dp= [, F-di+ [.,G-dp
i) [o o, Frdi= [o 0 F-di= Jo, F-di+ [, Fdp

—

iv) [ (F-dp=—[,F-dp

Im Falle von Linienintegralen skalarer Grossen gelten die analogen Regeln
i) [oAfds=X[,[fds
ii) fc(f:I:g) ds:fcfdsifcgds
i) Jo,10, fds= Jo,ue, f 5= Jo, fds+ [g, [ ds

Die Konzepte eines konservativen Vektorfeldes und eines Gradientenfeldes hingen
wie folgt zusammen:

Fin stetiges Vektorfeld F , welches auf einem offenen und einfach zusammenhéngenden Ge-
biet G definiert ist, ist genau dann ein konservatives Vektorfeld, wenn F ein Gradientenfeld
(Potentialfeld) ist, d.h. falls es eine (differenzierbare) Potentialfunktion f gibt, welche auf G
definiert ist, so dass gilt F=vV f.

Der Hauptsatz fiir Linienintegrale lautet:
Ist F' ein stetiges Gradientenfeld und K eine stiickweise differenzierbare Kurve zwischen den
Punkten P und @, so gilt

| Feas= [ Vi 1@ - P

K K

— Serie 13, Aufgabe 2

Schliesslich gelten die beiden dquivalenten Charakterisierungen konservativer Vektor-

felder:

i) Fir jede beliebige geschlossene (stiickweise differenzierbare) orientierte Kurve K gilt

/ﬁ-dﬁ:jé F. dp=0
K K

ii) Das betrachtete Vektorfeld F = Feé, + Fye, hat stetige Ableitungen, wird auf ei-
nem einfach zusammenhéngenden Gebiet betrachtet und erfiillt die folgende Integra-

bilitdtsbedingung
oF;  0F,

oy  Or
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