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1.1. Lineare ODE mit konstanten Koeflizienten.

(a) Setzen wir y(z) = € in die Differentialgleichung ein, erhalten wir das charakte-
ristische Polynom

X(A) = A —w?,
welches die beiden Nullstellen
AM=w und A= —w
besitzt. Somit ist die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung
y(x) = Ae¥* + Be %
mit Konstanten A, B € R. Die Lésung kann auch als
y(x) = Csinh(wz) + Dcosh(wz), C, DeR

geschrieben werden.

(b) Setzen wir y(z) = €** in die Differentialgleichung ein, erhalten wir das charakte-
ristische Polynom

X(A) = A+ w?,
welches die beiden Nullstellen
Al =itw und M = —iw
besitzt. Somit ist die allgemeine reelle Losung dieser Differentialgleichung
y(z) = Asin(wz) + Beos(wz), A, BeR.
(Die komplexe Losung wére
y(x) = Ce™" + De™ ™"
fir C,D € R.)

(c) Wir suchen zuerst eine allgemeine Losung des homogenen Problems und danach
eine partikulare des inhomogenen Problems. Mit Superposition kriegen wir dann die
Gesamtlosung.

Das charakteristische Polynom des homogenen Problems lautet

x(A) = A+ 3\ + 4
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und besitzt die Nullstellen

Ao = ; (-3 +iv7).

Daraus folgt die allgemeine Losung des homogenen Problems

: 7 : 7
yn(z) = Ae™ 3" sin <\g_:v> + Be™ 3" cos <\g_x> :
Die partikuldre Losung ermitteln wir, indem wir den Ansatz
Yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2x)
in die DGI einsetzen:

—6Asin(2x) + 6B cos(2z) = cos(2x) .

Mit Koeffizientenvergleich ist somit die partikulire Losung y,(z) = £ sin(2z) und

6
damit die allgemeine Losung

3 3 1
y(x) = Ae 2% sin <\fx> + Be™ 2% cos <\§x> + 6 sin(2x) .

(d) Das charakteristische Polynom des homogenen Problems ist:
A F2)0° — 20 +8=0.

Raten und Polynomdivision liefern zweimal die Nullstelle —2 und dann ein quadrati-
sches Polynom, das mit Standardmethoden aufgelost werden kann. Insgesamt ergibt
sich

MA42X =202 +8=(A+ 22N =1 —4)(A—1+14),

also die Nullstellen 1 47, 1 — ¢ und —2, wobei —2 eine doppelte Nullstelle ist. Damit
hat die allgemeine Losung der homogenen Gleichung die Gestalt

y(z) = Ae® cos(w) + Be® sin(x) + Ce™* + Dxe ™, A,B,C,D € R.

Eine spezielle Losung des inhomogenen Problems kann man mit einem Ansatz suchen.
Der naheliegende Ansatz wire ae™2%, da dies allerdings eine Losung des homogenen
Problems ist, wird dieser Ansatz nicht funktionieren. Ebenso verhalt es sich mit
aze 2. In solch einem Fall ist der Ansatz az?e™?® mit @ € R vielversprechend.
Tatséchlich ergibt Einsetzen, dass
d* d? d?
(% + 2@ — 2@ + 8) (az’e ") = 20ae™ 2",
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Folglich muss o = 1/20 sein und ;—36*25’3 ist eine Losung der inhomogenen Gleichung.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit gegeben durch
72
y(x) = Ae® cos(x) + Be®sin(x) + Ce™* + Dxe % + %e_%,

wobei A, B,C, D € R frei wihlbar sind.

1.2. ODE 1. Ordnung mit variablen Koeffizienten.

(a) Nehmen wir an, dass die Losung an einem Punkt y # 0 ist, so folgt mittels
Separation:

dz ’
d

2 dx;
Y

/dyy:/xde—i—C' (C e R);

und somit

3 1.3

1nw|:f%~+c7:4y@o|:e%ﬁ+0::Az§w.

Wir bemerken, dass die konstante Losung y(z) = 0 auch giiltig ist. Deshalb ist die
allgemeine Losung gegeben durch

y(x) = Kes™ | KeR.

(b) Die homogene Losung y' — y/x = 0, x > 0 erhalten wir mit Separation
dy

dx
dy _

c?y_ xc;x '
/y_/x+c<ca&

Y

R

T

wir erhalten In |y| = In(x) + C' = |y| = e“z. Die Losung der homogenen Gleichung ist
y = (£)er = Kz mit K € R.
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Die Losung der inhomogenen Gleichung erhalten wir mit Variation der Konstan-
ten y(x) = K(z)z. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichung erhalten wir
K'(xz)x = z. Somit ist K(x) = x + C und die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung ist

y(x) = (x4 ).

26
(c) Multiplikation der Gleichung mit der strikt positiven Funktion e’s fiihrt zu

6 5 af

€T 16
ey (x) +aesy(z) =ev (2% +1).

26
Bemerke, dass die linke Seite geméfl der Produktregel auch als (e?y>, geschrieben
werden kann. Fir den Term auf der rechten Seite kann durch Integration eine
Stammfunktion bestimmt werden. Oder aber man bemerkt

(=]
=]

6
T x x
3 /!

z6 3
ec (2 +1)=a-(z°ev)+1-e5 = (ves)),

wieder mit der Produktregel. Es folgt also, dass e’s y(z)—ze’s eine konstante Funktion
ist. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit
26
y(r) =Ce™ ¢ +x,
wobei C € R beliebig gewéhlt werden darf.

(d) Wir verwenden die Substitution z = x 4+ y, d.h. 2/ =1+ %/. Die DGI wird dann
2" = 2% 4+ 1, also separierbar. Durch Trennung der Variablen erhalten wir:

dz 9
N
dr zZ2+ 1=
Somit erhalten wir die Losung(en): z(z) = tan(z + C), C € R, also y(z) = tan(z +
C)—uxz, CeR.

d
e :/dx:arctanz:w%—c, C eR.
2241
(e) Wir multiplizieren beide Seiten mit p(x) = e, um zu erhalten:
ey (x) —e Py =eTsinz = o (y(x)e_z) =e “sinx
= y(r) = ex/e_xsin:rd:v +Ce* CeR
Das unbestimmte Integral wird durch partielle Integration berechnet:
1
/e’:D sinx dx = —ie””(sin T+ cosx),

somit erhalten wir die Losung(en): y(z) = —3(sinz + cosz) + Ce”, C' € R.

4/6
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(f) Wir sehen, dass die konstanten Funktionen y =1 und y = —1 Losungen der DGI
sind. Jetzt suchen wir die nicht konstanten Losungen. Durch Trennung der Variablen
erhalten wir:

dy /1—y2:>/ dy _/ dx
r V1—22 VI—y2 ) V1-2a2

= arcsiny = arcsinz + C, C € R,

Somit erhalten wir die Losung(en):
y(x) =1, y(z) = —1, y(x) = sin (arcsinz + C) ,C € R.

Die nicht konstanten Losungen kénnen dquivalent als y(x) = x cos C'+ (v/1 — 22) sin C
geschrieben werden.

(g) Wir sehen, dass die konstante Funktion y = —1 Losung der DGI ist. Jetzt suchen
wir die nicht konstanten Losungen. Durch Trennung den Variablen erhalten wir:

d
y£=(1+yx :>/7dy 2/96 dx=>/<1—> dy:/ﬁCQdm,

somit erhalten wir die implizite Relation fiir die nicht konstanten Losungen der DGI:

3
—log|l+y| = 7_1_0 C eR.

1.3. Anfangswert- und Randwertprobleme.

(a) Die allgemeine Losung der DGI kénnen wir durch direkte Integration bekommen:

/

y = 2e* = y(x /2e2xdx+C’:>y() e+ C, CeR.

Die Anfangsbedingung verlangt 2 = y(0) = 1 + C und somit C' = 1. Die Losung des
Anfangswertproblems ist dann

y(x) = e* + 1.
(b) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung y” + 4y = 0 hat die folgende

Form:

y(x) = Asin(2x) + B cos(2z).
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Die Randbedingungen verlangen

0=1y(0) = B,
2 =y(L) = Asin(2L) + Bcos(2L).

Da nun aber B = 0 ist, lautet die zweite Gleichung Asin(2L) = 2. Diese Gleichung
hat genau dann eine Losung fiir A, wenn sin(2L) # 0 ist, das heisst, wenn 2L # mn
fir ein n € Z ist. Wir haben also: Fir L = $n mit n € Z besitzt das Problem keine
Losung. Fur alle anderen L € R ist die eindeutige Losung des Randwertproblems

gegeben durch
2

y(w) = sin(2L)

Eine Probe zeigt, dass dies auch tatsédchlich eine Losung ist.

sin(2x).

1.4. Federpendel Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind
PN =N +w?=0= o= Fiw.
Somit ist die allgemeine Losung gegeben durch
Zau(t) = Cy cos(wt) + Cysin(wt), C1,Cy € R

(a) Mit den Anfangsbedingungen z(0) = 1 und (0) = 2w folgt:

z(0)=1 = Cjcos(0)+ Cysin(0) = C; =1,
#(0) =2w = —Ciwsin(0)+ Cow cos(0) = Cow = 2w.

Somit gilt C; = 1 und C5 = 2. Die gesuchte Losung ist

z(t) = cos(wt) + 2 sin(wt).

(b) Mit den Randbedingungen (0) = 1 und z(5;) = 1 folgt:
z(0)=1 = Cycos(0)+ Cysin(0) = C; =1,

x(l) =1 = cos(g) + C sin(g) =Cy = 1.

2w
Somit gilt C} = C5 = 1. Die gesuchte Losung ist

x(t) = cos(wt) + sin(wt).



