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3.1. Wellengleichung und Superpositionsprinzip. Wir miissen nicht die allge-
meine, sondern nur irgendeine Losung der ODE finden. Dazu suchen wir beliebige
Losungen von

Uy — 40y = sinz(t)

)
Wy — 4w, = tan®(z)
und setzen © = v + w.

Eine Losung der ersten PDE erhalten wir durch zweimaliges Integrieren von sin?(t)
nach t. Dazu berechnen wir

/sin2(t) dt = — cos(t) sin(t) + /0082(t) dt
= — cos(t) sin(t) + /(1 — sin®(t)) dt

= —cos(t)sin(t) + ¢t — /sinQ(t) dt.

Daraus folgt [sin?(t) dt = & (— cos(t) sin(t) + t) und somit ist

N |+

o) = [ ; (= cos() sin(t) + £) dt = i [cos?(t) + £2]

eine Losung der ersten PDE. Eine Losung der zweiten PDE erhalten wir durch
zweimaliges Integrieren von tan?(x) nach x. Zuerst berechnen wir

/tanQ(x) dz = / (tan2(a:) + 1) — 1dz = tan(z) — .
Somit ist

w(x) = —i /tan(x) —zdr = —i [— In | cos(x)| — ;xz

eine Losung der zweiten PDE. Wie oben erwéhnt ist geméss dem Superpositionsprinzip
1 1 1
w(z,t) =v+w = 1 [cos2(t) + tﬂ — 1 {_ In | cos(z)| — 2932]

eine Losung der betrachteten PDE.

3.2. Variablenwechsel.
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(a) Mit der Variablensubstitution

s = xT+VYy,
t = 2z

folgt fur v(s(x,y),t(x,y)) = u(z,y), dass
Uy, = Vs + 20 und
Uy = Vs .
Daraus berechnen wir weiter
Ugy = Vgs T 2Ust + 2vts + 4Utt = Ugs T 4Ust + 4Utt 5
Uy = Vss + 24, )
Uyy = Vgs -
Damit berechnen wir
Uy — 2Ugy + DUy = Vs + 40 + dvy — 2(Vss + 4vgs) + DVgs
= 4<U88 + Utt) .
Somit erfillt v(s,t) die ODE

4(/035 + vtt) =0.

(b) Mit der Variablensubstitution

s = cos(z)+z—vy,
t = cos(x)—x—y

folgt fiir v(s(x,y),t(z,y)) = u(x,y), dass

uy = (1 —sin(z))vs — (sin(x) + 1)v; und

Uy = —(vs +v) -
Daraus berechnen wir weiter

Ugy = Vs(—sin(x) + 1)? + vy (sin?(z) — 1) — v, cos(z)
+ vy (sin?(z) — 1) 4 vy (sin(x) + 1)* — cos(x)vy,
= vgs(—sin(z) + 1)? + 2(sin*(x) — 1)y,
vy (sin(z) + 1) — cos(x)(v; + vy)
Ugy = — (Vss(1 — sin(z)) — 2sin(z)vs — v (1 + sin(z))) ,

Uyy = Vgs + 2U45 + Vg .
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Wir berechnen

Uy — 2810 (2) Uy, — cos?(x)u,, — cos(z)u,
=vgs(— sin(z) 4+ 1)% 4 2(sin?(z) — 1)vy,
+ vy (sin(z) + 1)* — cos(z) (v; + vs)
+ 2sin(z)[vgs (1 — sin(x)) — 2sin(z)vys — vy (1 + sin(z))]
— c0o8%(@)[Vss + 2Uss + vy| + cos(w)[vs + vy]

Dies vereinfacht sich zu

Ugy — 28I0(2) Uy, — €08 (2)1ty, — cos(x)u, = —4vy, .
Damit erfillt v die PDG

—4v;,, =0.

(c) Die allgemeine Losung der PDG
—4Ut5 =0
folgt nach zweimaligem Integrieren

v(s,t) = F(s)+G(t) fir F,GeCYR).

3.3. Separation der Variablen.
(a) Die Substitution v(x) = % liefert
y(a) =av(z),  y(x) =v(z) + 2 (2)
und die DGL ist dquivalent zu
r(v(z) + 20 (z) =av(z)+2° & V@)=1 & v)=z+c

Es folgt
y(r) = z(z +c)

Alternativ 16sen wir zuerst die homogene Gleichung xy} (x) = y,(x). Mit Separation
der Variablen ergibt dies

/dyh_ d

Yn x
log |yn| = log || + C
Yn = AZC,
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mit A € R. Fiir eine partikuldre Losung kénnen wir den Ansatz y,(z) = az” einsetzen

(oder alternativ den etwas komplizierteren Ansatz y,(z) = az® 4+ Sz + ) und kriegen
yp(7) = 2% und damit

y(r) = yu(z) + yp(x) = Az + 22
(b) Separation der Variablen liefert
dy . _
/—y :/81n(x)dx+C’ & —e Y= —cos(x)+C
e
und umformen liefert die allgemeine Losung
y(x) = —log(cos(z) — C).
Beachte, dass die Losung nur fiir —C' > 1 fiir alle z reell ist.

(c) Separation der Variablen liefert

d d 1 1
/—y:/ * +C < log\y]:log< +$)+C’
Yy 1 — a2 2 11—z

und somit

3.4. Anfangswertprobleme.

(a) Die Losung der homogenen Gleichung ¢’ + 2y = 0 ist gegeben durch y = Ce™%*,
C € R. Fiir die partikuldre Losung nutzen wir den Ansatz y,(z) = a + Sz + ya?,
wobei wir «, 3, 7 bestimmen werden. Einsetzen in die Gleichung liefert

B+ 2yx + 20 + 282 + 2y L 22
und damit das Gleichungssystem

B+4+2a=0
2v+28=0
2v=1.

Auflésen und Einsetzen liefert die allgemeine Losung

1 1 1
— —2x - = =2
y(x) =Ce " 4+ 1 2x—|— 5%

Einsetzen des Anfangswertes ergibt —2 = C' + i, also ' = —9 und damit

4
9 1 1 1
yla) = =g E T gt



D-CHAB Mathematik 111 ETH Zurich
Dr. Cornelia Busch Losung von Serie 3 HS 2018

(b) Die homogene Gleichung ¢’ + y = 0 hat die Losung y(z) = Ce™®, C € R. Fur
die partikulére Losung wéhlen wir den Ansatz y,(r) = acosx + fsinz, a und f zu
bestimmen. Einsetzen in die Gleichung ergibt

—asinz 4+ fcosx + acosx + Bsinz < 9sing
und damit das Gleichungssystem
—a+p=2
B+ a=0.
Die allgemeine Losung der Gleichung ist dann
y(x) = Ce™™ — cosx + sin .
Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert

y(x) = (m+1)e™® — cosx +sinz.

3.5. Logistische Gleichung

Wir l6sen zunédchst die homogene Gleichung y'(t) = ay(t). Die Losung hiervon
ist y(t) = Ce™, C € R. Nun nutzen wir Variation der Konstanten, indem wir
y(t) = C(t)e™ annehmen. Einsetzen in der Gleichung ergibt
C'(t)e™ + C(t)ae™ = aC(t)e™ — bC(t)*e™
'’ .
= @ = —be .
Diese ODE fiir C' kénnen wir mit Separation der Variablen losen und wir kriegen
1 b .
_— —_Zt_ B
C at
B 1
B ge“t + B
fir B € R. Die allgemeine Losung der ODE ist dann

e 1

t) = = .
y(t) geat + B g + Be~at
Fiir das Anfangswertproblem setzen wir y(0) = 5 41r = < Yo und kriegen B = y% — g,
also ’
1
y(t) =

by (L _bY)e-at’

(G —t)e

Fir t — oo konvergiert die Funktion, unabhingig vom Anfangswert yo, gegen %,
welches auch die konstante Losung der ODE ist.



