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7.1. Inhomogene Dirichletrandbedingungen. Eine stationdre Losung v(t, x) =
v(x) der Wéarmeleitungsgleichung

v — 20, =0 (x,t) € (0,1) x Ry
U(O,t) =1 te R+

ist gegeben durch v(z) = x + 1. Sei w := u — v; w 16st dann das folgende inhomogene
Problem fiir die Warmeleitungsgleichung:

Wy — 2W,y =0 (x,t) € (0,1) x Ry
w(l, ) =0 teR,

w(r,0) = x + cos’(rx) — (x+ 1) = =1+ cos*(7x) z € (0,1).

Bekanntlich ist die Losung dieses Problems gegeben durch

t=> Che 2" sin(nrz),

n=1

wobei 3°°° | C,, sin(nwz) die Fourierreihe der ungerade Fortsetzung von —1 + cos?(rz)
ist. Wir berechnen jetzt diese Reihe. Beachte, dass

2 -1
—1+ cos*(nz) = —sin’(7z) = cos(7r2w)

und damit:

1 2 1
C, = cos(2m) — 1 Zx) sin(mnz) dz
&

= [ cos(2mz)sin(mnx) — sin(mnx) dx
0

_ [tsin((2+n)mx) —sin((2 —n)7z) sin(mnx) da

0 2
_ L[ cos((2+n)wx) | cos((2 —n)mx) ' N cos(mn) — 1
2 (2+n)m 2—n)r . .
2 (2 + n) (2 —n)mw ™
. 0 falls n gerade
= o nBQ_ ) falls n ungerade.
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Damit erhalten wir, dass:

8 ) 2 2t .
t — n-m
w(z,t) nuge:rade 77”1(”2 — 4)6 sin(mnx)
da u = v 4+ w ist, folgt
u(z,t)=z+1+ > Le””z”% sin(mnx)
’ n ungerade 7Tn(n2 - 4) .

7.2. Warmeleitungsgleichung in einem Ring

(a) Der Ausdruck fiir ug in der Bogenmass-Koordinate folgt sofort aus der Formel
fiir die Lénge eines Kreisbogens. u erfiillt zwingendermassen u (¢ + 27, t) = u(¥, ),
ist also eine 27m-periodische Funktion. Die Fouriertransformation von u (in 1) ist
dann u(9,t) = 3, (t)e™, ¢, (t) = &= Tz, t)e~™ di. Andererseits, wenn wir die
Gleichung (auf jeden Term) anwenden, kriegen wir

Z C-nezm? + caneznﬁ — O,

also ¢, + ¢,n?> = 0 und damit ¢, = bne*"% mit b, € R. Vergleicht man diese zwei Dar-
stellungen von ¢,, an der Stelle ¢ = 0 sieht man, dass b,, genau die Fourierkoeffizienten
von ug sind, insgesamt also:

u(g) t) _ Z %(n)eme_”Zt,

neEL
wobei ug(n) die Fourier-Koeffizienten von wug sind. Wir berechnen daher:

™

up(0) = 7/0 uo(#) df = 5
(n) = 5 /0 uo(6)e~0 4o
(=14+em™)? (1= (=D")?

27mn2 272

B {0 falls n gerade,

# falls n ungerade.

Somit schliessen wir, dass

T 2
u(x,t) = 5 — % @e
n uﬁgeerade

inf—n2t
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Aquivalent kann dieser Ausdruck mit reellen Koeffizienten dargestellt werden:

Vs 4 a2
u(x,t) = o Z:l g cos(nf)e """
n ugg_erade

(b) Eine partikuére Losung der Gleichung u; — ugg = —2t ist offensichtlich v(z,t) =
v(t) = —t? und wir sehen, dass v(0) = 0. Somit schliessen wir mithilfe von (a) und
dem Superpositionsprinzip, dass die Losung des Problems

Uy — Ugg = —2t (9,t) € [0,27?] X R.,.,
u(0,0) =up(@) 6 €]0,2n],

als

2

mn?

u(ﬁ,t) — —t2 + g o Z inf—n?t

neZ
n ungerade

geschrieben werden kann.

7.3. Eigenschaften der Fouriertransformation.

(a) Linearitiat. Weil f,g € L'(R), gilt af + bg € L'(R) und
Flaf +bg)(€) = [ (af(z) + bg(a))e " da
= a/Rf(x)e_if”” do + b/Rg(x)e_i& dz
= aF[f1(&) + bFg](£).

(b) Ableitung. Wir berechnen:

d oie —ifx
" dg/f 5dx—/f e~ 4y
= —iF[zf(2)](§).

Durch partielle Integration erhalten wir:
= / fl(z)e " dx
= f(x —Z@c / fla ¢ %) da
— lim f(R ) *ZER—Rgrgoof( Je R i F(f](6).

R—+o00
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Weil f € LY(R) muss limp_,+ f(R) = 0 sein und weil [e7%%| = 1 ist, gilt limp_, 1o f(R)e % =
0, so dass wir schliessen kénnen:

FLIE) = i€ F[f1(8)-

(c) Hohere Ableitung. Was die Ableitungen héherer Ordnung betrifft, so gilt

dk .
7z§m o - Nk —i€x
dfk dgk/ f(z d:c—/Rf(x)(—zx) e “Tdx
= (—0)* Flz* f(2)](€)-
Fir die letzte Aussage benutzen wir partielle Integration k£ mal auf folgende Weise:

+oo

:/f(k)(x)e—igm de — f(k—1)<x>e—i§m +(i§)/ Flr=DemiEr gy
R R

=0 weil f(k—DeL1(R)

—+00

+(i€)2/Rf(k_2)e_i5xdx

—00

= (i) f ¢ e

=0weil f(k=2eL1(R)
= ()" [ f@)e™ du = (i€) "FIFI(E).

(d) Translation/Modulation. Wegen [, |7.f|dx = [ |f|dz, 7of € L'(R), und

durch einen Variablenwechsel y = z — a erhalten wir

Taf / f T — a —ilx dr
= [ e e dy = Flf@)(©)e .

Dann ist

T F[f1(§) = FIf1(E —a)

(e) Faltung/Multiplikation. Mit dem Satz von Fubini sieht man, dass die Funktion
(f * g), wie in der Aufgabenstellung definiert, eine L'-Funktion ist. Damit ist die

4/7
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Fouriertransformierte wohldefiniert und es gilt fiir ein beliebiges £ € R:

Fif 29/ = [(f*9) @M—//fw— y)dy o€ da
N / / fla—y)e ™ dz g(y)e dy
Fiir die andere Aussage kann man entweder eine ahnliche Aussage fiir die inverse

Transformation zeigen und diese anwenden oder direkt rechnen, was im folgenden
gezeigt wird:

Il
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= [ 1@ [ e (s —y) dyda
:/_O; f(x) /_O; e~ g(7) dijda
_ _O:O f(x)e ™ 2mg(x) d

= 2nF[fg](£)

(Beachte, dass wir im Schritt mit der Variablentransformation § = £ — y kein zu-
satzliches Vorzeichen kriegen, weil wir die Grenzen auch gleich wieder umgedreht
haben.)

A

(f) Zweimalige Transformation. Mit dem Satz, dass F~1[f] = f, folgt

(g) Integral. Hierfiir verwenden wir den Hauptsatz der Differential- und Integral-

5/7
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rechnung und die Regel zur Ableitung von Funktionen und berechnen:

= i&p(€) = f(€).

Mit Umstellen folgt dann sofort die Behauptung.

(h) Streckung. Weil f € L'(R), sind 6, f und 01/, f in L*(R). Durch einen Varia-
blenwechsel y = Az erhalten wir

FISI©) = [ fOa)e™ do
Ly d 1 1
:Af@wﬁxfzkfm<§>=A&mﬂﬂ@%

und

7.4. Berechnung der Fourier-Transformation. Wir berechnen:

i 0 . +o0 )
Flol©) = [eitar= [ enista g [T e gy
—00 0

R

pat—itt 0 o—at—igt | o0
a—if|_ . —a—1i&|,
1 eaR—z‘fR e—aR—iER 1
= — — lim — + lim — +—
a—1§ R—o—oc0 a—1i Ro+oo —a—1& a+i€
=0 =0
1 1 2a

a—i§+a+i§ B a? + &2
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Ebenso fur h:

Fh](€) = /Rsign(t)e—alt\—igt df — _/0

at—i&t too —at—i&t
et +- e dt
0

eat—it e—at—ist ~+o00
_ » 4 '
a—i§|_ —a—if|,
1 eaR—iR e—aR—i¢R 1
——— o+ lim — + lim -
a—1€ R—o—o0 q— 1§  R—otoo —a—1& a+i€
=0 -0
1 126
&—if a—|-z'£_ a2+€2‘



