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9.1. Fourier-Transformation.

(a) Um die Fouriertransformierte von f(z) = z2¢~2%! zu berechnen, benutzen wir
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Wir berechnen die Fouriertransformierte von g(x) = e~2%l,
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Damit erhalten wir die Fouriertransformierte von f(z),
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(b) Um die Fouriertransformierte von f(z) = sin(2z + 1)e~*@*1* zu berechnen
benutzen wir die Regeln

F(f(@ = a))(€) = e F(f(2))(©),
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F(ef(x))(&) = F(f(2))(€ — a).
Damit erhalten wir

7 (Sin(2x + 1)6_4(m+1)2) (&) =e*F (Sin(Qx — 1)6_(%)2) ()
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VT 1) /2021 _ VT itern) (/24124

41 4 <



ETH Ziirich Mathematik 111 D-CHAB
HS 2018 Losung von Serie 9 Dr. Cornelia Busch

9.2. Anfangswertproblem. Fir die Wellengleichung

Uy — CUge = 0 (x,t) e Rx Ry,
u(x,0) = f(z) z€R,
u(z,0) = g(z) zeR.

ist die Losung durch die Formel von d’Alembert gegeben:

(F(z+ o) + flz — ct)] + — /;Jwtg(s) ds.
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u(z,t) =

In unserem Fall ist ¢ = /3, f(z) = cosz + 7z und g(r) = e* + 4 und die Lésung ist
somit

cos(z 4+ V/3t) + 7(x + V/3t) + cos(x — V/3t) + T(x — V/3t)

u(x, ) =
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= cos x cos(V/3t) + Tx + —= sinh(2v/3t) + 4t.
zcos(V3t) + Tz 275 (2v3t)

9.3. Druckwelle. Wir verwenden wieder die Formel von d’Alembert. Hier ist jedoch
¢ = 5 und auch f und g miissen gemaéss Aufgabenstellung angepasst werden. Die
Losung am Ort xg = 12 zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

12+4-5¢

1
P(12,t) = - [f(12+5t) + f(12 - 5t)] + — g(s)ds,
2 10 J12—st
wobel
|8 |s] <3, |3 |s] <3,
f(5>{0 5| >3 9(5>{0 Is| >3

Wir berechnen
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/ g(s)ds = H(12+ 5t) — H(12 — 5t),
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wobei
3s |s] <3,
H(s)=< 9 s>3,
-9 s< —3.

Wir bemerken, dass

f(A2+5t) =0 und |f(12—=5t)] <8 Vt>0
und

|H(s)| <9 VseR.

Daraus schliessen wir, dass fiir jedes ¢ gilt
1 1
|P(12,t)| < §|f(12 —5t)| + 0 [|H (12 + 5t)| + |H (12 — 5t)]]
18
<44+ —=58<09.
<4+ 10

Somit wird das Gebdude dem Druck standhalten.

9.4. Superpositionsprinzip. Um das Problem auf ein homogenes zu reduzieren,
miussen wir eine partikulére Losung von

Vgt — Vg = cos(z + 1), (z,t) ERxR
finden. Aufgrund unserer Erfahrung mit ODE machen wir den Ansatz
v(z,t) = (at + B)(ycos(z +t) + dsin(z + 1))
wobei «a, 3, and 6 Konstanten sind. Wir berechnen:
vy, t) :a( — ysin(x + t) + 6 cos(z + t)) + (at + ﬁ)( — ycos(x +t) — dsin(x + t))
+ a( — ysin(z +t) + d cos(z + t)),
Uz (2, t) =(at + ﬁ)( — ycos(x +t) — dsin(x + t)),
was zu
Vg — Vg = 2a(fy sin(z +t) + 6 cos(z + t)) = cos(z +t)

fithrt. Daraus schliessen wir, dass a = 1/2, v = 0 und § = 1. § ist beliebig, da wir
aber nur eine einzelne partikuldre Losung brauchen, setzen wir § = 0. (Beachte, dass
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wenn wir 5 anders wahlen wiirden, sich dann weiter unten die Anfangswerte von w
andern und wir damit ganz am Ende wieder auf die gleiche Losung fiir v kommen
wiirden.) Alles in allem:

1
v(z,t) = §t sin(z + ).

Wir definieren w(z,t) = u(x,t) — v(z,t) und bemerken, dass w folgendes Problem
lost:

Wit — Wype — 0 SCER,t>O,
w(z,0) = = r €R,
wy(z,0) = isin(z) zeR.

Mit der Formel von d’Alembert folgt sofort, dass
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=+ le [cos(x — t) — cos(x +1)] .

w(zx, t) =

Damit ist die Losung u des urspriinglichen Problems gegeben durch

u(z,t) =v(x,t) + w(x,t) = ;t sin(t+z) + = + i [cos(x — t) — cos(x + t)] .



