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11.1. Abhéngigkeitsgebiet.

(a) Im Folgenden wird das charakteristische Dreieck berechnet. Das Abhéngigkeits-
gebiet ist jeweils der Schnitt mit der x-Achse.

Das charakteristische Dreieck A = A(c, x,t) hat die Ecken
(x —ct,0), (z,t), (x+ct0).

Somit haben die Dreiecke in unserem Fall ¢ = 1 die folgende Gestalt:

(0,3)

(—1,0) (1,0) (—3,0)

(2,4)

(—2,0) (6,0)

(b) Variante 1: Wir suchen zuerst eine partikuldre Losung v. Der Ansatz v(z,t) =
v1(t) 4+ va(z) scheint aufgrund der Struktur der rechten Seite Sinn zu machen. Da
wir nur eine einzige partikulare Losung suchen, trennen wir die darauf entstandene
Gleichung auf und suchen Loésungen von:

Vg =€ " = v (t)=e""

—V2,ze = COS(T + 2) = vy(x) = cos(z + 2)

und damit ist v = e~" + cos(x + 2) eine partikuldre Losung.

(3,0)
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Setzen wir nun w = u — v, so erfiillt w die Gleichung

wtt—wzxZU xERXR+
w(z,0) =2 —1—cos(z+2) z€R
wy(z,0) =z +1 z € R.

Hierauf wenden wir nun d’Alembert an und kriegen:

flx+t)+ flx—1t) +} ot

w(z,t) = 5 5 )., g(s)ds
(w+t)?—1—cos(x+t+2)+ (x—t)* —1—cos(x —t+2) 1/:c+t
B 2 z—t
cos(x +t+2)+cos(zx —t+2)

= . . =24t +at+t—1-— 5

Die Schlusslosung ist dann gegeben durch

u(z,t) = v(x,t) +wx,t) =2 +te+t* +t+e ' —1—cos(x + 2)(cost — 1)
Variante 2: Wir benutzen die allgemeine Formel von d’Alembert

u(e,t) = 3 [F(o+ )+ fla—ci)] + [ Catsyas+ o [ Flen)agar

C —ct

wobei A das Dreieck mit den Ecken (z,t), (x — ¢t,0) und (x + ct, 0) bezeichnet. In
unserem Fall ist ¢ = 1, f(s) = s%, g(s) = s und F(z,t) = e* 4 cos(z + 2). Damit folgt

1
ule, b) :x2+t2+tx+§/AF(£,T)d5dT.

Da gilt:

0< 7,

Ered < {m_(t_T)ggngr(t—T),

konnen wir auf folgende Weise das Doppelintegral bestimmen:

/ £Td§d7'—//( e cos(€ +2)dedr
r—(t—T1
—/ "(t—7) 4+ 2cos(2+ x)sin(t — 7)) dr
=2(t+e " —1—cos(z+2)(cost — 1)).
Schlussendlich ist die Losung

u(z,t) =2 +te+t*+t+e ' —1—cos(z+2)(cost —1).

s+ 1ds
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11.2. Einflussgebiet.

Gemass der d’Alembertschen Formel gilt

fla+t)+ flx—t) 1 gzt
2 +§ r—t

u(z,t) = g(s) ds

firx € R, t > 0. Fir (z,t) € R x [0,00) mit x —¢ > 2 ist nun aber x +¢t > x —t > 2,
d.h. f und ¢ sind auf dem Intervall [z — ¢, x +¢] Null. Damit berechnet sich u(x,t) fir
solche (z,t) zu Null. Fur (z,t) e R x [0,00) mit z < -t —2giltx —t <z +t < -2
und damit sind f und g auf dem Intervall [z — ¢,z + t] wieder identisch Null und
u(z,t) = 0.

11.3. Fouriertransformation.

(a) Wir berechnen die Faltung zuerst an einer Stelle ¢ > 0:

()t = [ e gs
0oo t 00
= / e " ds + / e tds+ / et ds
e 0 t
= (t+1)e ™,

wobei wir im ersten Schritt unterteilt haben, ob ¢t — s > 0 oder ¢t — s < 0, respektive
s > 0 oder s < 0.

Fir t < 0 verlauft die Rechnung symmetrisch, d.h. wir kriegen am Ende

(f % f)(&) = (t] + De M.

(b) Wir berechnen

fle) = [ = o (tigt) gy

0 . o] .
= [ e0ay [T a
- 0
2

[e.9]

1 1
1—¢§+1+¢§_1+§2‘
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(c) Wir nutzen die Additivitat der Fouriertransformation und die Multiplikationsei-
genschaft, um die Aufgabe zurtickzufithren auf die ersten beiden Teilaufgaben:

fﬁﬁle‘“q() FI(It + 1)e () = Fle™(¢)

FLf = f1&) = FLf1(E)
= (f(©)* = (¢
21—y
(1+€%



