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12.1. Berechnung von A
(a) Wir berechnen

0? 02

Af = 62($1+x2)+3 (22 +23) =2+2=4.

(b) Mithilfe der Kettenregel folgt:

A(e™) =2 + 4r%e” 4+ 2¢" = 4e” (1 + 1?).

(c) Wir bemerken, dass f(r,¢) = cos?(¢): es folgt, dass f unabhéngig von r ist. Wir
berechnen dann

Af = f¢¢ = :2 a¢( 2cos psin ) = 2 (Sln ¢ — cos® p).

12.2. Laplace-Gleichung auf den Kreis
(a) Zuerst betrachten wir das Problem in Polarkoordinaten. Daraus folgt
{AU(T‘, ¢)=r" (r,¢) €[0,1) x [-m,)
ul,¢) =0 ¢el-mm)

Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten lautet
1
Au = u,, + ;ur + T—Quw.

Wir wissen, dass das Problem eine eindeutige Losung hat. Weil r* nicht von ¢ abhéngt,
versuchen wir den Ansatz u(r, ¢) = u(r), um diese eindeutige Losung zu finden. Das
Problem wird dann

1
Upr + U= r* (r,¢) €10,1) x [-7,7)
u(17¢> =0 ¢€ [_ﬂ-’ﬂ-)'

Wir bemerken, dass

1 4 5 d 5

rr T Upr = = T r = = 9. r) =71,
u +ru r TUpp + Up =T dT(ru) T
also
70 P C 70
ru,=—+C = u=—4+— = u=—+Clogr+D.
6 6 " r 36 8
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Die Randbedingung liefert
1

1
W)=+ D=0 = D=-—.

Da die Losung differenzierbar sein soll, muss insbesondere lim, o u(r) ein begrenzter
Wert sein: Das ist moglich, nur wenn C' = 0. Daraus schliessen wir, dass die Losung
die Form

r® 1 22 +9?)3 1
uwr) =z — oo © U(%?/):<36>—36

hat.

(b) Wie aus der Vorlesung bekannt, falls wir die Randwerte u(1, ¢) als Fourierreihe
schreiben konnen:

u(l,¢) = 50 Z a, cos(ng) + by, sin(ne)
n=1

dann ist die Lésung gegeben durch

5+ 2" o cos(n) + busin(no).

In unserem Fall, sehen wir, dass mithilfe trigonometrischer Formeln

cos?(a) = HCZS@O() (1)

in Polarkoordinaten gilt
u(l,¢) =y +a* = sin(¢) + (cos(¢))
1 1
= sin(¢) + 3 + 3 cos(29),

daraus schliessen wir, dass die Losung des Problems (in Polarkoordinaten)

u(r,¢) = = + rsin(¢) + T;cos(&b)

ist. Um die Losung in kartesischen Koordinaten zu schreiben, benutzen wir einmal
mehr Formel (1):
1 , r?
u=3 + rsin(¢) + 5 cos(2¢)
2

1
=5+ rsin(¢) + %(2 cos?(¢) — 1)
1 _ , 72
=5+ rsin(¢) + (rcos(¢))” — 5}
=gty et - = sy
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(c) Wie in der Vorlesung gezeigt, hat die Losung in Polarkoordinaten die Form

u(r, ¢) = ag + Z r" [a, cos(ng) + b, sin(ng)] ,

n>1

mit den Koeffizienten
wo=5 [ 1o,
/27r ) cos(ne)de,
b, = —/0 f(@)sin(ne)de.

Mithilfe der trigonometrischen Identitét

3 3
cosd g = SCO8Q ZCOS( a)

sehen wir, dass

F (@) = 4cos®() — 3cos(¢) = cos(39).

Deshalb verschwinden alle Koeffizienten ausser ag = 1. Mithilfe der trigonometrischen
Identitat

cos(3a) = cos®(a) — 3sin®(a) cos(a),
erhalten wir die Losung

u(r, ¢) = r® cos(3¢) = r*(cos®(¢) — 3sin?(p) cos(¢))
oder in kartesischen Koordinaten

u(z,y) = 2° — 3x° .



