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14.1. Laplace-Gleichung auf dem Rechteck 1.

(a) Wir machen den Separationansatz u(x,y) = X(z)Y (y). Die PDE wird dann

X// Y//
X Y

mit den Randbedingungen Y (0) =0 = Y'(1) und X (0) = 0. Das Y-Problem

S A

Y4+ AY =0
Y(0)=0
Y(1)=0

besitzt nur fiir A = (7n)?, n € N5y nichttriviale Losungen. Sie haben die Form
Y, (y) = A, sin(mny), A, € R.
Somit hat das X-Problem fiir jedes A = (7wn)?,

X" —AX =0
X(0) =0

die Losung
X,(z) = Bpe™® — B,e” ™ = C, sinh(mnx), C, €R.

Der Losungsansatz des gesamten Problems ergibt sich durch lineare Superposition
der Basislosungen, also

u(z,y) = an(a:)Yn(y) = i D,, sin(mny) sinh(7nz).

n=1

Die Konstanten D,, werden durch die inhomogene Randbedingung bestimmt. Es soll
gelten

u(l,y) = i D,, sinh(mn) sin(nry) = — sin(27y) cos(2my).

n=1
Weil —sin(27y) cos(27my) gleich w ist, erhalten wir mit Koeffizientenvergleich
die Losung
sin(47y) sinh(4mx
u(z,y) = T b

2sinh(4m)
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(b) Mit dem Separationansatz u(x) =X ()Y (y) finden wir die Bedingungen
X”({L’) B Y”(y)

X VW) = konst. = A,
X(@)Y(0) = z(z = 1),
X(@)Y(1)=0=Y(1) =0,
X(0)Y(y) =0= X(0) =0,
X1)Y(y)=0= X(1)=0
Das Problem
X'(x) — AX(2) = 0,
X(0) =0,
X(1) =0,
besitzt nur fir A = —7?k?, k € N>y, von Null verschiedene Losungen und diese haben

dann die Form
X(z) = Xp(x) = Agsin(krx) x € [0, 1], A beliebig.
Die Losungen des Problems
{Y”(y) — kY (y) = 0,
Y(1) =0,

sind Y (y) = Yi(y) = Bre ™¥(1 4 e*™), By, beliebig. Aus dem Superpositionsprinzip
hat u den Ausdruck:

u(z) = > Cre ™ (1 + ™) sin(rkz).
k=1

Um die Koeffizienten C}, zu bestimmen, beachten wir, dass

u(x,0) =Y 2Csin(kmz) = z(1—x)
k=1
somit
1 ) 2(1 — (—1)*
20, = /0 z(l — 2) sin(rkz) de = (1{33;3));

also ist u gegeben durch

u(z,0) = ’i 2(1;SET_BUk)e_ﬂ“y(l + ™) sin(7kx).

14.2. Laplace-Gleichung auf dem Rechteck II (Priifung Februar 2012).
Siehe das Losungsblatt der Priifung von Februar 2012 (— Kurs-Webpage).
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