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7.1. Inhomogene Dirichletrandbedingungen. Lose das folgende inhomogene
Problem fiir die Warmeleitungsgleichung;:

U — 2y =0 (x,t) € (0,1) x Ry

u(z,0) = 2 + cos®*(mx) z € (0,1).

7.2. Wiarmeleitungsgleichung in einem Ring. Betrachte einen warmeisolierten,
diinnen, blechernen Ring mit Radius 1, der durch den Einheitskreis S* C R? model-
liert wird. Zur Anfangszeit ¢t = 0 ist die Temperatur des Kreises proportional (mit
Proportionalitétskonstante 1) zu der Distanz von der Stelle 1:

up(z) = distgi(z,1) fiir jedes x € S*.

(a) Finde fiir jede Stelle x und jeden Zeitpunkt ¢ den Ausdruck w(z,t) fir die
Temperatur des Kreises. Gehe folgendermassen vor:

e Jede Stelle x € S! kann als 7 = € ~ (cosf,sinf) fiir § € [0,27] geschrieben
werden. Somit arbeiten wir mit der Bogenmass-Koordinate 6 € [0, 27]. Uberpriife,
dass ug in der Bogenmass-Koordinate durch

() 0 falls 0 < 6 <,
u ==
0 2r — 0 falls m <0 <2,

gegeben ist.
e Finde den Ausdruck fiir u(6,t) durch die Losung des Problems:
ur —ugg = 0 fiir (0,t) € [0,27] x Ry,

mit Anfangsbedingung wie oben.

(b) Nehme jetzt an, dass der Ring nicht isoliert ist und die Energiestromdichte der
Warmestrahlung des Ringes proportional zur Zeit (mit Proportionalitatskonstante 2)
ist. In anderen Worten, es gilt:

ur —ugg = —2t  fur (0,t) € [0,27] x R

mit Anfangsbedingung wie in (a). Finde den Ausdruck fir u(0,t).
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7.3. Eigenschaften der Fourier-Transformation. Wir wollen hier einige wichtige
Eigenschaften der Fourier-Transformation beweisen. Seien f, g Funktionen in L'(R). !
Die Fouriertransformation von f wird mit F[f] oder f bezeichnet,

FUNEQ = [ f@)e da.
(a) Linearitét. Seien a,b € R. Beweise, dass
Flaf +bg)(€) = af(€) + by &).

(b) Ableitung. Sei f so dass f’ und x f(z) auch in L'(R) sind. Beweise, dass

d - .
/O = CFf@) ().

F [jﬂ (&) =i£f(©).

(c) Hohere Ableitung. Sei jetzt k& € No; und f so dass f',f”,..., f® und
xf(x),22f(z),..., 2" f(z) auch in L'(R) sind. Beweise, dass

LHO = (0 F [ 1) ©

dgk ’

dat

- [dkf] (&) = (i) f(©).

(d) Translation/Modulation. Sei a € R und bezeichne 7, f(t) = f(t —a). Beweise,
dass

Flrafl(€) = e f(¢),
Tf(€) = Fle f(2))(€).

(e) Faltung/Multiplikation. Sei (f * g)(z) = [ f(y)g9(x — y) dy die Faltung.
Beweise, dass

'Eine Funktion b : R — R gehért zu L*(R) wenn [ |h| < +o0.
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(f) Zweimalige Transformation. Zeige, dass, wenn man die Fouriertransformation
zweimal anwendet, dann gilt

Flflly) =2nf(—y).

(g) Integral. Sei p(z) = [ f(y)dy, a € R. Beweise, dass

arey L g
20 = 7/ (©).

(h) Streckung. Sei A > 0. Bezeichne 6,f(z) = f(Az) und i/ f(x) = f(z/N).
Beweise, dass
FInIE) = {0 F(€),

_ 1!

0 F(§) = F [apf (@)] (&),

Hinweis zu (b): Benutze partielle Integration und die Tatsache dass, wenn h in L'(R)
ist, limp_,400 H(R) = 0 gilt.

7.4. Berechnung der Fourier-Transformation. Sei a # 0 gegeben. Berechne die
Fourier-Transformierten der Funktionen

g(t) = e und h(t) = sign(t)e

wobei sign(t) die Signumsfunktion ist:

1 falls t > 0,
sign(t) =<0 fallst =0
—1 fallst <O0.



