D-CHAB Mathematik 111 ETH Zurich
Dr. Cornelia Busch Zusatzaufgabe 3 HS 2018

Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 1'6(077T),t>0,
u(0,t) = u(m,t) = 0 t>0,
u(z,0) = 0 x € (0,m),
u(z,0) = f(z) ze(0,7),
wobei
x fir 0<z< g,
flx) = .
T —x fur 5 <z<rT.

Dies ist eine Schritt- fiir Schrittanleitung, d.h. gehe erst zur néchsten Seite, wenn du
den jeweiligen Schritt gelost/ iiberlegt hast, die Losung steht jeweils auf der nichsten
Seite.

Schritt 1: Beschreibe das Problem.
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 $€<O,W>,t>o,
u(0,t) =u(m,t) = 0 t>0,
w(z,0) = 0 xz e (0,m),
w(z,0) = f(z) xe€(0,7),
wobei
x fir 0<x< g,
flz) = T
T —x fur 5 <z<mT.

Die Gleichung ist linear, 2. Ordnung, homogen und hyperbolisch.
Schritt 2: Mit welcher Methode kann man dieses Problem losen?

(Die folgenden Schritte werden durch diese Methode fithren.)
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 1'6(077T),t>0,

u(0,t) = u(m,t) = 0 t>0,
u(z,0) = 0 x € (0,m),
u(z,0) = f(z) ze(0,7),

wobei
x fir 0<z< g,
flx) = .
T —x fur <z<rT.

2

Es handelt sich hier um eine Wellengleichung auf einer endlich langen Saite, es bietet
sich also an, den Ansatz der Separation der Variablen zu verwenden.

Schritt 3: Setze u(x,t) = X (2)T'(t). Welche Gleichungen erfiillen die beiden Funk-
tionen X und 77
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 $€<0,7>,t>07
u(0,t) =u(m,t) = 0 t>0,
w(z,0) = 0 xz e (0,m),
w(z,0) = f(z) xe€(0,7),
wobei
x fir 0<x< g,
flz) = T
T —x fur 5 <z<mT.

Einsetzen in die Gleichung ergibt

X//<x> _ T//(t)
X(z)  4T(1)

= — )\ = konstant.

Es gilt somit die beiden DGlen
X"x)+AX(z) =0 und T"(t)+4\T(t) =0
zu 16sen. Die Randbedingungen u(0,¢) = u(m,t) = 0 ergeben fiir X das Anfangswert-

problem

X'(2) + AX(x) = 0 fEG(O»“%}

Schritt 4: Lose die Gleichung fiir X und bestimme hierbei den moglichen Wert /die
moglichen Werte von .
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 1'6(077T),t>0,
u(0,t) = u(m,t) = 0 t>0,
u(z,0) = 0 z e (0,m),
u(z,0) = f(z) ze(0,7),
wobei
x fir 0<z< g,
flx) = .
T —x fur <z<rT.

2

Damit die Losung nicht trivial ist, muss A > 0 sein. Beachte das Vorzeichen, mit
dem A gewéhlt wurde! (Fir A = 0 ergibt sich X(x) = ax + b, dies erfullt die
Randbedingungen X (0) = X () = 0 nur fiir a = b = 0. Ist A < 0, so ist die Losung
X(z) = ae¥* + be=V* und wiederum wiirde a = b = 0 folgen.)

Fiir positives A ist die allgemeine Losung von X dann
X (z) = acos(VAzx) + bsin(VAz).

Die Randbedingungen ergeben
0=X(0)=a

0= X(n) = acos(vVAr) + bsin(v/Ar).

Damit ergibt sich, dass @ = 0, A = n? fiir beliebiges n € N und b beliebig. Somit sind
die Losungen fiir X:

Xn(x) =bysin(nz), neN, b, €R.

Schritt 5: Lose nun die Gleichung fiir 7'
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 $€<0,7>,t>07
u(0,t) =u(m,t) = 0 t>0,
w(z,0) = 0 xz e (0,m),
w(z,0) = f(z) xe€(0,7),
wobei
x fir 0<x< g,
flz) = T
T —x fur 5 <z<mT.

Die Gleichung fiir T lautet (mit A = n?)
T"(t) + 4n*T(t) = 0.
Die beiden Fundamentallosungen sind
T,(t) =sin(2nt) und T,(t) = cos(2nt),

das heisst

T,(t) = Apsin(2nt) + B, cos(2nt), A,, B, € R.

Schritt 6: Superposition.

Setze nun die verschiedenen Losungen zusammen, um die allgemeine Losung fiir v zu

finden.
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 1'6(077T),t>0,

u(0,t) = u(m,t) = 0 t>0,
U,t(f,()) =0 € (0777-)7
u(z,0) = f(z) ze(0,m)

wobei
x fir 0<z< —,
flx) = .

T —x fur 5 <z<nr

Z [A,, cos(2nt) + B, sin(2nt)] sin(nzx) ,

wobei die Konstante b, von der Losung von X, jeweils mit den Konstanten der
Losungen fur 7,, verrechnet wurden.

Schritt 7: Nutze die Anfangsbedingung u,(z,0) = 0 um entweder A,, oder B, zu
bestimmen. (Welche?)
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Lose das folgende Problem:

utt—4um = 0 $€<0,7>,t>07

u(0,t) =u(m,t) = 0 t>0,
Ut(l',O) =0 € (Oaﬂ-) )
u(z,0) = f(z) (0,7),

wobei
x fir 0< g ,
flz) = T
T —x fur 5 = <z<m.

Setzen wir die genannte Anfangsbedingung ein, ergibt sich
Z 2n [~ A, sin(2n - 0) + By, cos(2n - 0)] sin(nz) = 0.
Dies kann nur dann fir alle z erfillt sein, falls B,, = 0 fiir alle n > 1. Somit bleibt

u(zx,t) = i A, cos(2nt) sin(nz) .

n=1

Schritt 8: Nutze die Anfangsbedingung u(x,0) = f(z), um A,, zu bestimmen und
die endgiltige Losung zu kriegen.
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Lose das folgende Problem:

utt—4um =0 1'6(077T),t>0,
u(0,t) = u(m,t) = 0 t>0,
u(xz,0) = 0 (0,7),
wobei
x fir 0<z< g,
f(z) = -
T —x fur 5 <z<nr

Damit
f(:zc)Lux() ZA sin(nz),
n=1

miissen A, die Fourierkoeffizienten von f sein und zwar genauer von der ungera-
den Fortsetzung von f, da wir nur die Terme mit sin sehen. Wir berechnen diese
Koeffizienten:

2 [w 2 (3 2 [T
w Jo ™ Jo T3
2 T2 [3
R cos(ngz:) + — /2 cos(n:c) dx
nw o nwJo
L (w— ) costna)| — = [ cos(na) d
— —(m —x)cos(nz)] —— [ cos(nx)dx
nm . nmJjz
o (51)
= ——sin(=n) .
Cnlm 2
Daraus folgt
u(z,t) = i A sin (Wn) cos(2nt) sin(nx)
T Anl 2 '
Da sin (gn) = 0 fur n € 2N, folgt
4 oo 1 n
ula,t) = ngzjl 2(71_)1) cos(2(2n — 1)) sin((2n — 1)z).



