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Losung

1. Wir berechnen zuerst die Koeffizienten b,,

b, = L[ f(z)sin(nz) dx

T
T, 1 [ 5 .

=— [ wsin(nz)dr+ — | (7 —z)*sin(nx)dx
L - 7 Jo

T

= H((_1)” —1)+ % /OW(W — x)?sin(nz) dv

Das zweite Integral berechnen wir mit partieller Integration
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Damit 9
™ n n
bp=—(-1)"+—((-1)"—1)

[3 Punkte, -1 Punkt pro Fehler in der Berechnung]

Ahnlich berechnen wir die Koeffizienten a,, fiir n # 0

0 1 T
T, = / 72 cos(nx) dx + o / (m — x)? cos(nx) dx
T Jo

—T

1 ™
b (7 — ) cos(nx) dx

T Jo

(= o sinGun)|| + 2 [ (- a)sin(ue)
=—(7m— in(n = 7T — x)sin

~(m—2)"sin(na)| + i z) sin(nz) dz

2 ™ 2 [T 2
:—ﬁ(w—x)cos(nx)o—ﬁ/o cos(nx)da:zﬁ.

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler in der Berechnung]

Bitte wenden!



Fiir a folgt einfach
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[1 Punkt]
Die Fourierreihe ist
2 >, 2 2
f(x) ~ §7r2 + ; — cos(nx) + {%(—1)” + %((—1)” - 1)] sin(nx)
Setzen wir = 0 erhalten wir, da f(x) stetig in 0 ist,
2 =2
2 4 9
Damit
— n2 6
[1 Punkt]
Fiir x = 7 erhalten wir
1 2, = 2(=1)"
U + 1) =5 =37+ 3 =0
Damit
7T2 0 (_1)n+1
12 nzl n2
[1 Punkt]
. Dank der Relation p
zf(x) = Zd—gf(é)
miissen wir nur die Fouriertransformation von
g(z) = el cos(z)
[2 Punkte]

Siehe nachstes Blatt!



berechnen. Da

konnen wir g(z) als

[2 Punkte]

schreiben. Damit konnen wir die Fouriertransformation von g(x) leicht berechnen

Q(f) = / = (6(2_1)36 + e—(z—l—l)x) e_mf dx +/ - (e(H—l)x + 6(1—2)1’) e—mf dr
0

2 2
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T2 24 4yl
[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler in der Berechnung]
Damit konnen wir nun f (&) leicht berechnen

o d o 8E(—4+482+ Y
f(f)—zdgg(é)— dtey?

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler in der Berechnung]

Alternativer Weg. Aus

vf(r) = id—gf(é“)
und 1
cos(x) = 3 (e +e7%)
folgt
F (ze " cos(x)) = Qdilf]: (7™ ¢+ 1)+ %d%]: (7 (¢ - 1)
Da 5
‘F(ei‘xl) = 1 +§2

Bitte wenden!



folgt

I ST N

dE1+(E4+1)2 dé1+ (E—1)2

_ —2i(¢+1) N —2i(£ - 1)
(T+E+1)2)2 1+ (-1

F (:10(3_IJCI cos(z)) =

3. Das ist eine inhomogene Wellengleichung auf R x R, und wir kdnnen deshalb die
Formel von d’Alembert anwenden

z+(t—7)
u(z,t) = (f(x—kt)—l—f(x—t))—i—%/x s)ds+ = // - F(& 1)dédr,

N

wobel in unserem Fall
f(z) =z, g¢g(x)=sin(z) und F(z,t)=2sinh(z).
[3 Punkte]

Wir berechnen leicht

1
(a:t)—a:+2(cos(x—t)—cosa:+t // smh &) dEdr
(t=7)

=x+ ; (cos(x —t) — cos(x + 1)) + /0 cosh(z 4+ (t — 7)) — cosh(x — (t — 7)) dr

1
=x+ 5 (cos(z —t) — cos(x +t)) + sinh(z + t) — 2sinh(z) + sinh(z — )

[3 Punkte]
4. Mit dem Separationsansatz u(x,t) = X (z)T'(t) folgt
) _ X"(x) 2
= = —w” = konst.
1270 X(x) o om
[2 Punkte]

Die allgemeine Losung der zweiten DGI ist offensichtlich
X(z) = ay, cos(wx) + by, sin(wz) .

Wegen den Randbegingunen

Siehe nachstes Blatt!



schliessen wir leicht w = n und a,, = 0. Als Losung fiir 7" erhalten wir
T(t) =e 2t

Damit ist der Ansatz fiir u(x,t)

o0
u(z,t) = Z b, sin(nz)e 12" .
n=1

[2 Punkte]
Wir miissen nur noch die Koeffizienten b,, bestimmen. Dazu benutzen wir
1
sin®(z) = 1(3 sin(x) — sin(3x)) .
Wir berechnen
(3
1 falls n=1
2 [T . 1
b, = = sin”(x) sin(nx) de = - falls n—3
L 0 sonst.
[2 Punkte]
Die Losung w ist somit
3 1ot L o8t .
u(z,t) = —e “sin(zr) — —e sin(3z) .
4 4
5. a) Behauptung: u(z,y) < min{z, 0}
Mit dem Maximumsprinzip folgt sofort
Y < 9 < ) == 0 v P 6 D . 1
u(z,y) < (£§5DU(U v) < (u{g)%Du(u v) (2,y) (1
[2 Punkte]

Weiter bemerken wir dass
U(l’,y) = U(l’,y) -
eine harmonische Funktion ist und der Randbedinung

o(z,y) = 0 x<0,
Y=~ sonst

geniigt.

Bitte wenden!



[2 Punkte ]

Wiederum mit dem Maximumsprinzip folgt

) < ) < v)=0 V(z,y)€D. 2
v(r,y) < (g)?gDv(u v) < (ugl)aegpv(u v) (z,9) 2)

Aus (2) folgt
w(z,y) —r <0< u(z,y) <z V(zr,y)eD. (3)

[1 Punkt]
Die Ungleichungen (1) und (3) ergeben die Behauptung

uw(z,y) <min{z,0} V(z,y)€ D.

[1 Punkt]
b) Mit der Poissonformel fiir den Ursprung folgt
(0,0) = — / (o) dS = L [ u(6cos(9),Gsin(v)) d
u(0,0) = — u(x,y = — u(6 cos(¥), 6 sin
127 9B6(0,0) 2 0
3
1 [z 3 5l 6
=5 ; 6 cos(V) dv = ;sin(ﬁ) . =

[1 Punkt fiir Idee mit Poissonformel und 1 Pkt fiir korrekte Rechnung]

a) Wir bemerken mit einer Partialbruchzerlegung

1 1

Fo) = a5
[1 Punkt]
Daraus folgt sofort
fO)y=LHF)=e"'+te".
[1 Punkt]
Um die Inverse von (G(s) zu berechnen bemerken wir zuerst
() =2
[1 Punkt]

Sei H (t) die Heaviside funktion. Dann gilt

LH(t —to)f(t —tg)) = e *™F(s)

Siehe nachstes Blatt!



[1 Punkt]

Somit ist die Inverse von G(s)
1
L7HG(s)) = éH(t —7)(t—T7)%3

[1 Punkt]

b) Berechnen wir die Laplacetransformation der DGI erhalten wir

1

s*X(s) — sx(0) — 2'(0) + 65X (s) — 62(0) + 9X (s) = ot

Aus den Anfangsbedingungen folgt

1

s2X(s) +6sX(s) +9X(s) = Sl

Damit
1 1 1 1

P2+1 $2+6s5+9 s+1 (s+3)2

1 1
-1 o -1 . -3
L (3+1)_6t und L ((s+3)2>—t6 t

ist z(t) gegeben durch

X(s) =
[1 Punkt]

[1 Punkt]

Ausrechnen ergibt

[1 Punkt]



