
D-CHAB Mathematik III August 2011
Dr. F. Da Lio

Lösung Prüfung Mathematik III

1. a) Wir berechnen zuerst die Koeffizientenbn

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx) dx =
1

π

∫ π

0

x sin(nx) dx+

= − x

nπ
cos(nx)

∣

∣

∣

π

0
+

1

nπ

∫ π

0

cos(nx) dx

=
(−1)n+1

n
.

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Füra0 berechnen wir einfach

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx =
1

π

∫ π

0

x dx =
π

2
.

[1 Punkt]

Zuletzt berechnen wir die Koeffizientenan für n 6= 0

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) dx =
1

π

∫ π

0

x cos(nx) dx

=
x

nπ
sin(nx)

∣

∣

∣

π

0
− 1

nπ

∫ π

0

sin(nx) dx

=
cos(nx)

n2π

∣

∣

∣

π

0
=

(−1)n − 1

πn2
.

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Somit

f(x) ∼ π

4
+

∞
∑

n=1

(−1)n − 1

πn2
cos(nx) +

(−1)n+1

n
sin(nx)

b) Setzen wir den Wertx = π in unsere Fourierreihe, bemerken wir

∞
∑

n=1

(−1)n − 1

πn2
cos(nπ) +

(−1)n+1

n
sin(nπ)

=
∞
∑

n=1

1− (−1)n

πn2
=

∞
∑

n=1

2

π(2n+ 1)2
.

Bitte wenden!



[1 Punkt]

Daf unstetig an der Stellex = π, folgt

1

2
(f(π+) + f(π−)) =

π

4
+

∞
∑

n=1

(−1)n − 1

πn2
cos(nπ) +

(−1)n+1

n
sin(nπ)

[1 Punkt]

Daraus folgt
π

2
=

π

4
+

∞
∑

n=1

2

π(2n+ 1)2

und schliesslich
∞
∑

n=1

1

(2n+ 1)2
=

π2

8
.

[1 Punkt]

2. Wir berechnen

F
(

sin(2x+ 1)e−4(x+1)2
)

(ξ) = eiξF
(

sin(2x− 1)e−(2x)2
)

(ξ)

=
1

2
eiξF

(

sin(x− 1)e−x2

)

(

ξ

2

)

=
1

2
eiξF

(

1

2i

[

ei(x−1) − e−i(x−1)
]

e−x2

)(

ξ

2

)

=
1

4i
eiξ

[

F
(

e−ie−x2

)

(

ξ

2
− 1

)

−F
(

eie−x2

)

(

ξ

2
+ 1

)]

=
1

4
√
2i
ei(ξ−1)e−(ξ/2−1)2/4 − 1

4
√
2i
ei(ξ+1)e−(ξ/2+1)2/4 .

[6 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

3. Wir ersetzenv = ux und erhalten die Wellengleichung

[1 Punkt für diese Idee]

vtt − vxx = xt x ∈ R , t > 0 ,
v(x, 0) = 0 x ∈ R ,

vt(x, 0) =
1

1 + x
x ∈ R .











[1 Punkt für richtiges System]

Siehe nächstes Blatt!



Diese inhomogene Wellengleichung aufR× R+ und können wir mit der Formel von
d’Alembert lösen

v(x, t) =
1

2
(f(x+ t) + f(x− t)) +

1

2

∫ x+t

x−t

g(s) ds+
1

2

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

F (ξ, τ) dξ dτ ,

wobei in unserem Fall

f(x) = 0 , g(x) =
1

1 + x
und F (x, t) = xt .

[1 Punkt für richtige d’Alembert Formel]

Wir berechnen leicht

v(x, t) =
1

2
(ln |1 + x+ t| − ln |1 + x− t|) + 1

2

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

ξτ dξ dτ

=
1

2
(ln |1 + x+ t| − ln |1 + x− t|) + 1

4

∫ t

0

τ
[

(x+ (t− τ))2 − (x− (t− τ))2
]

dτ

=
1

2
(ln |1 + x+ t| − ln |1 + x− t|) +

∫ t

0

τx(t− τ) dτ

=
1

2
(ln |1 + x+ t| − ln |1 + x− t|) + 1

6
xt3

[2 Punkt, -1 Punkt pro Fehler]

Damit folgt die allgemeine Lösungu

u(x, t) =

∫

v(x, t) dx

=
1

2
[(1 + x+ t) ln |1 + x+ t| − (1 + x− t) ln |1 + x− t|] + 1

12
x2t3 + C(t) .

[1 Punkt]

4. a) Mit dem Separationsansatzu(x, t) = X(x)T (t) folgt

T ′(t)

17T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −ω2 = konst.

[1 Punkt]

Die allgemeine Lösung der zweiten DGl ist offensichtlich

X(x) = an cos(ωx) + bn sin(ωx) .

Wegen den Randbedingunen

X ′(0) = X ′(π) = 0

schliessen wir leichtω = n undbn = 0.

Bitte wenden!



[1 Punkt]

Als Lösung fürT erhalten wir

T (t) = e−17n2t .

[1 Punkt]

Damit ist der Ansatz füru(x, t)

u(x, t) =
∞
∑

n=0

an cos(nx)e
−17n2t .

Wir müssen nur noch die Koeffizientenan bestimmen:

a0 =
2

π

∫ π

0

u0(x) dx =
2

π

∫ π

π/2

2 dx = 2

und

an =
2

π

∫ 2π

0

u0(x) cos(nx) dx =
2

π

∫ π

π/2

2 cos(nx) dx

=
4

πn

[

sin(πn)− sin
(π

2
n
)]

=







0 n gerade
−1 (n− 1) | 4
1 (n− 1) ∤ 4

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Somit

u(x, t) = 1 +
∞
∑

n=1

4

(2n+ 1)π
(−1)n+1 cos(nx)e−17n2t .

[1 Punkt]

b) Wir bemerken

d

dt
W (t) =

∫ π

0

∂tu(x, t) dx = −
∫ π

0

∂xxu(x, t) dx = ux(0, t)− ux(π, 0) = 0 .

[2 Punkte]

5. a) Die Funktionu1(x, y) − u2(x, y) ist harmonisch und erfüllt die Randbedingung
1− 2|x|.

[1 Punkt]

Siehe nächstes Blatt!



Mit dem Maximumsprinzip folgt

u1(x, y)− u2(x, y) ≤ max
(x,y)∈B1(0)

u1(x, y)− u2(x, y) ≤ max
(x,y)∈∂B1(0)

1− 2|x| = 1 .

[1 Punkt]

Umgekehrt ist auchu2(x, y)− u1(x, y) harmonisch mit Randwerten2|x| − 1

[1 Punkt]

und es folgt mit dem Maximumsprinzip

u2(x, y)− u1(x, y) ≤ max
(x,y)∈B1(0)

u2(x, y)− u1(x, y) ≤ max
(x,y)∈∂B1(0)

2|x| − 1 = 1

[1 Punkt]

Die zweite Ungleichung ist äquivalent zu

u1(x, y)− u1(x, y) ≥ −1

Kombinieren wir die erste und dritte Ungleichung erhalten wir

|u1(x, y)− u2(x, y)| ≤ 1

[1 Punkt]

b) Mit der Poissonformel für den Ursprung folgt

u1(0, 0)− u2(0, 0) =
1

2π

∫

∂B1(0,0)

u1(x, y)− u2(x, y) dS

=
1

2π

∫ 2π

0

u1(cos(ϑ), sin(ϑ))− u2(cos(ϑ), sin(ϑ)) dϑ

=
1

2π

∫ 2π

0

1− 2| cos(ϑ)| dϑ

= 1− 1

2π

∫ π/2

−π/2

4 cos(ϑ) dϑ = 1− 4

π
.

[3 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

6. a) Wir berechnen

L(F (t)) =

∫

∞

0

e−st

√
t
dt = 2

∫

∞

0

e−su2

du =
2√
s

∫

∞

0

e−v2 dv

=

√

π

s
.

Bitte wenden!



[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

b) Eine Partialbruchzerlegung ergibt

s+ 3

s3 + s2 − 2s
=

s+ 3

s(s+ 2)(s− 1)
= −3

2

1

s
+

1

6

1

s− 2
+

4

3

1

s− 1

[1 Punkt]

Somit

L−1

(

s+ 3

s3 + s2 − 2s

)

= −3

2
+

4

3
et +

1

6
e−2t .

[1 Punkt]

c) Wenden wir die Laplacetransformation an, erhalten wir:

s2X(s)− sx(0)− x′(0) +X(s) = L(t) = 1

s2

[1 Punkt]

Mit den Anfangsdaten vereinfacht sich dies zu

X(s)(s2 + 1)− s =
1

s2

und somit

X(s) =
s

s2 + 1
+

1

s2(s2 + 1)
.

[1 Punkt]

Aus

L(cos(t)) = s

s2 + 1
, L(sin(t)) = 1

s2 + 1
, und L(t) = 1

s2

[1 Punkt für richtige Inversen]

folgt mit dem Faltungssatz

x(t) = cos(t) +

∫ t

0

(t− τ) sin(τ) dτ = cos(t)− sin(t) + t .

[1 Punkt]

[Gesamtpunktzahl: 44 Punkte]


