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1. Fourierreihe

a) Die Funktionf(z) = 2® — 7%z = z(x — 7)(z +7) fUrx € (-7, 7)
Deshalb gilt fir die Koeffizienten,, = 0 und wir berechnen
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ist ungerade.

[4 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

b) Setzen wir den Wert = /2 in die Fourierreihe ein und bemerken

. 0 falls n=2m
SIH(TLW/Q) - { (_1)m falls n =2m + 1,
folgt, daf stetig an der Stelle = 7/2 ist, dass
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S/ = = = 3 e VY

0

[1 Punkt]

Bitte wenden!



[2 Punkt]

und wir erhalten
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[1 Punkt]

2. Fouriertransformation

Um die Fouriertransformierte vofiz) = 2%(1 — |z|)™ zu berechnen definieren wir
g(x) := (1 — |z|)" und benutzen

Fla?g())(€) = —j—gf(g(w))(f)-

Wir berechnen die Fouriertransformierte vg(x),
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Damit erhalten wir die Fouriertransformierte vgf),
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[6 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Siehe nachstes Blatt!



3. Wellengleichung

Das ist eine inhomogene Wellengleichung &k R, und wir kdnnen deshalb die
Formel von d’Alembert anwenden

(f(x+t)+f(x—t))+%/x S ds+ // F(e,7) de dr |

N —

u(z,t) =
wobei in unserem Fall
flx)y=1, g(x)=2 und F(x,t)=xsin(t).
[3 Punkte]

Wir berechnen
(z + t) (x —t)?
u(z,t) = 1+ xsin(7) d€ dr

t
= 1—|—xt—|—/ x(t — 7)sin(7) dr
0

t
= 1+at—uat COS(T)‘E + a7 COS(T)‘S — / x cos(T) dr
0

= 1+ at+ xt(l — cos(t)) + xt cos(t) — x sin(t)
= 14 2zt — xsin(t).

[3 Punkte]
4. Warmeleitungsgleichung
Mit dem Separationsansatzz, t) = X (z)7'(t) folgt
e)  X"wx) o
ST - X(x) w* = konst.
[1 Punkt]

Die allgemeine L6sung der zweiten DGl ist offensichtlich
X(x) = ay cos(wzx) + by, sin(wx) .

Wegen den Randbedingunen

schliessen wir leicht = 7n/2 unda,, = 0.

Bitte wenden!



[1 Punkt]
Als Losung fur7 erhalten wir
T(t) _ Ce—37r2n2t/4 )
[1 Punkt]

Damit ist der Ansatz fun(z, t)
u(x,t) = Z by, sin(mna/2)e 3™ A
n=1

Wir missen nur noch die Koeffizientép bestimmen,

by = /0 2 wo(@) sin(mnz /2) dz
- /0 lxsin(ﬂnx/Q) dz + /1 2(2 — 2)sin(mna/2) d.

Mit Hilfe der Symmetrie der Funktiony(z) = 1 — |1 — x| erhalten wir

b o— 2]01 xsin(mnz/2)de  falls n=2m+1,
" 0 falls n = 2m.

Fur den ersten Fall berechnen wir
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[5 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Somit ist die Losung gegeben durch

N 8 m .3 —3712(2m 2
u(x,t) = Zm(_D Sln(ﬂ(Qm—{—l)x/Q)e 3w (2m+1) t/4‘

m=0

Siehe nachstes Blatt!



5. Laplacegleichung

Die Funktionu(z,y) := u(x,y) — x erflllt die Laplacegleichung mit drei homogenen
Randbedingungen

Av =0 farz € (0,1), y € (0,1)
v(0,y) =v(l,y) =0 firy € [0,1] 1
v(z,0) =0 firz € (0,1) @)
v(x,1) = x(x—1) | firz € (0,1)
[1 Punkt]

Wir setzen den Separationsansaz,y) = X (z) - Y(y) in der PDE in ein, erhalten
wir
X// - Y//
X Y
und die Randbedingungexi(0) = X (1) = 0undY (0) = 0.

=: A,

[1 Punkt]

Das X -Problem mit den Randbedingungen besitzt nupfes: — (7n)? < 0 die nicht
triviale Losung,

X, (x) = A, sin(mnz).
[1 Punkt]
DasY -Problem hat fit\ = —(7n)? die allgemeine Losung
Y, (y) = C, cosh(mny) + D,, sinh(mny).
Die homogene Randbedingung liefern die Basislosungen’eésoblems
Y, (y) = D, sinh(mny).
[1 Punkt]

Der Losungsansatz des gesamten Probl&®fsefgibt sich durch lineare Superpositi-
on der Basislésungen, also

— ZXn(:U)Yn(y) = ZA” sin(mnz) sinh(mny).

Bitte wenden!



Die konstantem,, sind nun noch mit Hilfe der inhomogenen Randbedingun@#) (
zu bestimmen. Es soll gelten

v(x,1) = Z A, sinh(mn) sin(nrz) = 2* — .

n=1

Fur die Koeffizientem4,, berechen wir
1
A, sinh(mn) = 2/ (2* — z) sin (7nz) da
0

1 1 !
4
+ [ dwcos(ma) o | 2esin(en) da
0 0 ’

222 cos(mnx)

™m ™m
_1\n 1
= —2( D +/ x (—4(308(7””) = 281n(7mx)> dx
™m 0 ™m
n : 1
_ _2(—1) . 4sin(mnr) N 2 cos(mnr)
™ (mn)? ™ 0
1 .
_/ 481n(7rnx) N 2 cos(mnx) i
0 (mn)? ™
n _1\n : 1
_ _2(—1) n 2( 1) N 4cos(mnz)  2sin(mnx)
2mn ™ (mn)3 (mn)? |,
IS St Gt O
_ 4W
[3 Punkt]
Damit erhalten wir die Losung
w(z,y) =z +v(z,y) =o— i — (1) sin(7mnx) sinh(mny)
’ ’ “— (mn)?sinh(mn) '
[1 Punkt]

. Laplacetransformation

a) Wir berechnen

Lt sin(26))(s) = —di‘lsc(sm(zm(s) _ —%4382 - f‘;)Q.

[2 Punkte, -1 Punkt pro Fehler]

Siehe nachstes Blatt!



b) Eine Partialbruchzerlegung ergibt

=282 -2 s 2
st+s2 $2+1 g2
[1 Punkt]
Somit
s3— 252 -2
Eil (W) = COS(t) — 2t
[1 Punkt]

c) Wenden wir die Laplacetransformation an und verwendler- £(x), erhalten
Wir:

4
$?X — s52(0) — 2/(0) +4X = —

82
[1 Punkt]
Mit den Anfangsdaten vereinfacht sich dies zu
(24 )X(s) —5— 1= =
82
und somit 52
§° + s+
X(s)=—————.
() s2(s2+4)
[1 Punkt]
Aus der Partialbruchzerlegung
s3+s24+4 B i . S
s2(s2+4) 2 244
folgt
1 s
_ -1 -1 _
x(t) =L (32) + L <52+4) t + cos(2t).
[2 Punkt]

[Gesamtpunktzahl: 44 Punkte]



